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Sommario

Uno degli enigmi pil profondi con i quali si confronta la scienza contemporaneerta-
mente il problema della cosiddettastante cosmologica.

Questo termine fu aggiunto, solo in seguito, da Albert EEimsalle equazioni della rela-
tivita generale.

Ritenendo che I'Universo dovesse essere globalmente gtéiostein nella sua trat-
tazione, aveva bisogno di una forza repulsiva per impedirnellasso, allo scopo di
ottenere una soluzione nella quale la costante cosmolagsamendo un valore critico,
compensasse I'implosione dell'intero Universo.

La scoperta di Edwin Powell Hubble, nel 1929, della relagitineare tra il redshift
(spostamento verso il rosso) della luce emessa dalle galada loro distanza: tanto
maggioree la distanza della galassia e tanto maggiora 8asuo redshift, convinse gli
astronomi che I'Universe in espansione.

Tuttavia porre a zerd\ non sembra risolvere il problema, infatti la mancanza di un
gualche principio di simmetria non giustifica a priori tateka.

Anche i modelli in espansione possono includere la costagmologica, il cui signifi-
cato fisicoe ad oggi associato all’energia del vuoto e dalla teoria deipi la sua stima
conduce ad un contributo proporzionale al tensore metgjcosimile aA [13].

Verso la fine degli anni novanta, grazie anche al progressigioramento tecnologico
degli strumenti osservativi, le ricerche sulle supernalidgo la, che costituiscono delle
buone candele standard, suggerirono che I'espansion®&nigérso fosse accelerata,
comportamento che puessere descritto da un termine costante camelle equazioni
di campo R2].

Oggi queste teorie sono state confermate dagli studi vekte oscillazioni derivan-
ti dalle fluttuazioni nella distribuzione del plasma caldegente nell’'Universo primor-
diale: Baryon acoustic oscillation@BAO).

Fondamentale, per la piena comprensione di questi arggngeldnalisi dellaCosmic
Microwave Background Radiatiqit MBR).



La radiazione elettromagnetica residua prodotta dal Big Benguale permea I'in-
tero Universo, fu scoperta nel 1964 dagli astronomi ameriéano Penzias e Robert
Woodrow Wilson, e ad oggi, sembra essere il terrenofgitile con il qualee possibile
stabilire, con un elevato grado di precisione, i parametsheologici: ovvero l'insieme
dei valori fondamentali che definisce il nostro Universo.

Questo lavoro utilizza le mappe del settimo anno\&@kinson Microwave Anisotropy
Probe(WMAP) [24], satellite Nasa di classe media facente parte della nmespaziale
di Explorer, che tra i suoi obiettivi primari ha quella di miare le differenze della tem-
peratura nella radiazione cosmica di fondo.

Dall’analisi di queste mappe e di quelle provenienti dalRAD VLA Sky Survey (NVSS)
[15], si vuole estrapolare il segnale lditegrated Sachs-Wol{gSW) mediante I'utilizzo
del metodo statistico di cross-correlazione basato su uogancostruzione delle Spheri-
cal Wavelets: le Needlets.

La verifica di questo effetto permetéedi mettere dei limiti sul valore della [21].
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Capitolo 1

Lo scenario cosmologico

La moderna cosmologia si fonda su due pilastri fondamengaielativita generale ed il
principio cosmologico.

La prima, ben noteg stata pubblicata nel 1916 da Albert Einstein, descrimdiazione
gravitazionale non pi come un’azione a distanza fra corpi massivi come avviefia ne
teoria newtoniana, ma come il risultato della legge fisicalelya energia e impulso con
la geometria dello spazio-tempo.

Il principio cosmologico afferma che I'Univers® omogeneo e isotropo: la Terra, cosi
come il Sistema Solare e la Via Lattea non occupano una posigirivileggiata e questa
propriet € possibile estenderla in generale. Lisotropia assicheale propriea fisiche
medie dell’'Universo non sono dipendenti da particolaedioni permettendo di scrivere
la metrica nella forma

dr?

ds* = c2dt* — R(t)2[1 =i r?(d6® + sin’® Od¢?]) (1.1)
— RT
dovec indica la velocih della luce, mentre:
sin(y) k = +1, curvatura positiva
r=%(x) =<y k = 0, curvatura zero
sin(y) k = —1, curvatura negativa

con(x, 0, ¢) si indicano le coordinate sferiche comobili le quali noniaao per un
oggetto che segue I'espansione dell’'Universo.
Al variare del valore k
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definendai? = d#? + sin? Ad¢? la parte angolare della metrica, otteniamo

ds* = 2dt* — R*(t) [—r?(dx® — 2*(x) + d%)] . (1.2)

La formulal.2 prende il nome di metrica di Friedmann-Robertson-WalkeMW{ffR
e descrive, su grande scala, un Universo omogeneo, isctrapiespansione o in con-
trazione.
|l fattore di scala dell’Universdz(t) al tempo t, che compare nell’equazioh é legato
al redshift dalla relazione

R(t) 1
R W

(1.3)

cosi scritto il fattore di scala al tempo preseateormalizzato a 1.
Interessant@& osservare come la legge di Hubble permetta di ritrovaredprigta di
omegened e isotropia dell’'Universo.
Infatti dalla definizione di tempo comobile

/t dt’
n= N
to a’(t )
e da quella relativa alla funzione di Hubble, dove al presemsurata in termini di
h'vale Hy = 100 h Km - Mpc=' - 571, con

H@zg (1.)

si ottiene I'equazione dell'orizzonte comobife due eventi separati pidi questa
distanza sono fuori dall’orizzonte causale e non hanno naambiato informazioni

bat odd
S:/—,Z//Q—a,- (1.5)
w o) Jo a?H(d)
Un modo per determinare le distanze in astrofigicaisurare I'angol@ sotteso ad un

oggetto di dimensione fisidaassumendo che I'angolo sia piccolo, la distanza angolare
dell'oggettoe data da

dy =~ (1.6)

th =0.72 4 0.082
pc 22 3.08568025 x 106m



3

utilizzando la definizione del fattore di scdla&8 e di orizzonte comobilé.5, 'angolo
sottes@ ) = (I/a) /S(a), quindi

S
142
si noti come la distanza angolare tende ad essere ugualdistb@za comovente a
basso redshift, ma diminuisce in reah redshift molto grande. In un Universo piatto,
oggetti ad alto redshift appaionapgrandi di quanto farebbero a redshift intermedio.
Un altro modo per misurare le distanze in astrofigiteamite la “distanza di luminosit:
la distanza a cui una sorgente di luminasittrinseca L& misurata da un osservatore che

ne misura il flusso F
L
dp =1 ——. 1.7
! V 47 F (1.7)

Le equazioni di campo di Einstein descrivono la curvaturdodgpazio-tempo in
funzione della densitdi materia, dell’energia e della pressione

dAiCLS:

1
G = Ry — Rigw, = &rGTH (1.8)

per consentire una soluzione stazionaria Einstein ingselul termine di costante
cosmologica

G = 8TGT™ — Ag,,.

Le equazioni di campo della relati@igenerale possono essere risolte sotto I'ipotesi di
omogenia e isotropia dell’'Universo dove i suoi costituenti sonogidarati un fluido per-
fetto, dalla soluzione dell’equazioni di Einstein e la negti=RW si giunge all’equazioni
di Friedmann 18]

. 2
R 87G ke 1
R 4

e I'equazione di adiabaticit

p=—3H(p+p) (1.11)
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dove la derivata temporale(G € la costante di Newtory indica la densd totale
dell’'Universo ep la pressione.
Nel caso di curvatura nulla si definisce la deasititica, la quale stabilisce una relazione
diretta tra la densit dell’'Universo e il valore assunto dal parametro di Hubble

3SHA(t)
r(G

pcrit(t) -

si possono riscrivere le equazioni di Friedmann in modogoimpatto, esprimendo il
contributo dei diversi costituenti dell’'Universo tramit@arametro adimensionale

Q, — pi(t) _ (1.12)

Perit (t)

Considerando un Universo piatto, sigosiostituire I'espressionk 12nell’equazione
di Friedmannl.9 ed osservare che la somma di tutti i parametri di damsit

- 8nGp  kc? N 1A
~ 3H2 H2R?2 3 H?

alla densia contribuiscono due termini p = pg + pm CONQL, = P/ Pes
Qr = pr/pe, Q2 = A/3H? I'equazionel.9assume la forma

kc?

L=+ 80— 553

+Qa. (1.13)

Definendo il parametro dell’equazione di statp = p;/p; per ciascuna compo-
nente dell’'Universo, se si considera il caso in €uion interagente, segue I'equazione di
adiabaticia

pi = —3Hp;(1 + w;) (1.14)

dovew,; assume valor@ per la materia non relativistica,/3 per la radiazione e-1
per la costante cosmologica.

1.1 Ipotesidilavoro

La scoperta del fondo cosmico di radiazione isotropa aventespettro di corpo nero
alla temperatura di circa gradi Kelvine, ad oggi, la prova piconvincente della teoria
del Big Bang “caldo”. Negli ultimi anni, misure accurate di gteeradiazione hanno
mostrato in essa la presenza di lievi anisotropie, a lidilidieci parti per milione.
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Tali fluttuazioni, previste teoricamente oltre vent’anninma di essere state analizzate e
rivelate solo grazie alla moderna tecnologia, sono la teaoconfondibile delle pertur-
bazioni di dens# presenti nell’'Universo primordiale da cui, per amplificaz gravi-
tazionale, ha avuto origine la struttura su larga scala glgeasserviamo.

Figura 1.1: Mappa della radiazione cosmica di fondo ot@eon WMAP 7 anni.

L'idea di basee che, attraverso una fase inflazionaria il volume dell’\@réo primor-
diale sia cresciuto in modo esponenziale guidato da un caegdare, le cui fluttuazioni
guantistiche amplificate dall’espansione si ipotizzangess di tipo gaussiano. Si @u
predire uno spettro per le perturbazioni di tipo esponéezfa(k) = Ak™, con delle per-
turbazioni trattate, findhsono ipotizzate essere piccole, nel contesto della thogiare,
quandoip/p ~ 1 la trattazione diventa a n-body.

Questa forma per lo spettro di potenza assicura che si abbipgbenza nelle piccole
scale e che si formino di conseguenza strutture di piccatedsione da cui poi sotto
I'effetto gravitazionale ne nasceranno sempre di giandi, questo scenario prende il
nome diHierarchycal Clustering

Ad oggi sono varie le osservazioni nei vari campi dell’af$ioa: lo studio della CMB,
misure dell’abbondanza di elementi leggeri, la compraresidella formazione di strut-
ture su larga scala, che sembrano convergere tutte nethadfre che viviamo in un Uni-
verso piatto.

Dalla stima dei parametri cosmologici si conclude che ced®ssere circa urs% di den-
sita dell’'Universo costituito da una componente non collialennon interagente e non
Cold Dark Matter (CDM). Questa componente oscura, mai risedakettamente, prende
il nome diDark Energy(DE) [25].
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Parametri cosmologici Valori stimati
Q 0.98 — 1.08
Qbaryon 0.04 — 0.06
Q, ~5x107°
QparkMatter 0.20 — 0.23
QDarkEnergy 0.70 — 0.75

Tabella 1.1: Parametri cosmologici per il modello stande@DM da WMAP 7 anni.

Una delle proprigt fondamentali della dark energyquella di avere il parametro
dell'equazione di statapr negativo, I'equaziond.10 puo essere scomposta in una
componente temporale

. A p
h=-36(p+35) R
ed in una componente spaziale

RE + 2R* + 2ke® = 4nG (p . %) R?

dall’equazione tempo-tempo si giunge alla condizione p/p < —1/3 in modo da
consentire un’espansione accelerata dell’'Universo.
In meccanica quantistica e teoria dei campi, un valoreetgdfgia dello stato fondamen-
tale diverso da zero, sorge in molti contesti con la sceltanddpportuno campo scalare.
Tuttavia le difficola maggiori di questi studi si hanno nel momento in cui si camtfno
i valori che I'osservazione e la teoria attribuiscono afrtiere di energia di vuoto. Si @u
arrivare ad una discrepanza di oltr#) ordini di grandezzap®;, ~ 10-%"GeV* mentre
alla scala di Planck®:. ~ 10™GeV*.
Quindi da una parte necessario continuare lo studio teorico per scriveredazaqni che
governano e caratterizzarq dall’altra € importante migliorare le tecniche osservative
che negli ultimi anni hanno raggiunto un elevato livello tegtazioni grazie al contributo
di WMAP [24] e Planck [L6].
Grazie al miglioramento di questi strumenti, infaitaumentata sempreldiaccuratezza
nelle mappe prodotte della radiazione cosmica di fondo &i ggermettono uno studio
delle anisotropie e forniscono un’immagine dell’'Universamordiale, appena trecen-
tomila anni dopo il Big Bang, dove i fotoni erano accoppia@afiateria barionica grazie
allo scattering Thomson in un pefetto equilibrio termico.
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In seguito I'espansione e il conseguente raffredamentiJiéterso ha fatto si che la
radiazione si disaccoppiasse dalla materia, di consegueocammino libero medio dei
fotoni ha superato il raggio di Hubble permettendo loro dingjere fino a noi mantenendo
inalterate le propriétche avevano al tempo della ricombinazione.

Le fluttuazioni di energia e denaitdella materia primordiale rimangono cosi impresse
nella radiazione cosmica di fondo, la quale risulta essemnezzo fondamentale per lo
studio delle prime fasi di vita del nostro Universo e la coemgione della sua evoluzione.

Average distance between galaxies

Qu=03.Q,=07 4
Qu=0

(137 -10 5 0 5 10 15

Billions of years from now

Figura 1.2: Dipendenza dell@dell’'Universo dai parametri cosmologici.



CAPITOLO 1. LO SCENARIO COSMOLOGICO



Capitolo 2

Teoria delle perturbazioni

L'Universo € omogeneo ed isotropo, ma un’attenta analisi mostra cherge che esso
risponde a queste caratteristiche solo su scale molto gnawedtre appare chiaramente
disomogeneo su scale minori.

Le fluttuazioni di temperatura che osserviamo nella radiaicosmica di fondo sono
estremamente piccole, dell ordirel/10°.

Dal punto di vista sperimentale ques&tdonte di notevoli difficolh, ma in reah, il fatto
che si abbia a che fare con grandezze cosi piccole ha un pmt&goossibile utilizzare
la teoria perturbativa e si ottengono ottimi risultati gbon una semplice approssimazione
lineare del problema.

2.1 Linearizzazione delle equazioni

Espandendo la metrica in una parte che descrive il backdgredruna le perturbazioni,
si ottiene

g;w(xv t) - gﬂl’(t> + 59}”’(‘7;7 t) (21)
dovedg,, < g, in modo analog@ possibile decomporre il tensore energia impulso
T () = T (t) + 0Ty (2, 1) (2.2)

condT,, < p,p. Questo permette alle equazioni di Einstein di essere decst®
in una parte che descrive il background omogeneo ed isogdpma parte che invece
rappresenta le perturbazioni
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G =87GT,, = G, =81GT,, (2.3)
6G ., = 87GST,,. (2.4)

Analogamente per I'equazione di conservazione del terdia@eergia impulso si ha

=V

T.,=0= T =0 (2.5)
ST =0 (2.6)

3l

dove il simbolo di; indica la derivata covariante.
Dato che siag,, chedT,, sono piccoli, si considerano solo perturbazioni fino al jarim
ordine. Le perturbazioni con cui in generale siaarche fare sono, dato chg, € un
tensore, perturbazioni di tipo scalare idi densid), di tipo vettoriale che possibile
sempre scomporre in una parte scalare (tipicamente leggtadiente di una quandit
scalare, come il gradiente di un potenziale gravitazignatein una parte puramente
vettoriale (campi di puro rotore).
Infine & possibile avere anche perturbazioni tensoriali resfminst aver generato le
onde gravitazionali primordiali.

2.2 L'equazione di Boltzmann

Le particelle con un lungo cammino libero medio, come i nautr i fotoni dopo la ri-
combinazione, sono descritti meglio dalla funzione diribsizione a particella singola,
piuttosto che da una descrizione, ad esempio, che si basasadello di fluido perfetto.
Trattiamo perturbazioni scalari che saranno descritteiteadue quanté scalari, i poten-
ziali, i quali si indicheranno cot(x,t) ed¢(z, t).

Poter lavorare con perturbazioni al primo ordine lascialilngata nella scelta della Gauge
(cioe del sistema di coordinate) con cui esprimere le pertuobazvviamente scelte dif-
ferenti della Gauge conducono ad espressioni diverse maarohiano la fisica.
Consideriamo pertanto [@auge Newtoniano Conformka metrica perturbata risulta

Goo(@, 1) = =1 = 2(x,1)
Gauge Newtoniano = gy, (z,t) =0

Gij(x,t) = a(t)?di; [1 + 2¢(z, t)].
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Adottare per la seguente trattazione la Gauge Newtonian&o@oa, ha il vantaggio
di avere il tensore metrico in forma diagonale, questo paetk semplificare notevol-
mente le equazioni delle geodetiche. Il potenzialegioca semplicemente il ruolo
del potenziale gravitazionale nel limite newtoniano, memtdue potenzialiy e v dif-
feriscono tra loro quando la componente longitudinale dlgaetraccia nulla, apparte-
nente al tensore energia-impulso non sono zero.
Si trattea il problema delle perturbazioni cosmologiche, le quatigmmo ad affrontare lo
studio delle anisotropie della CMB, partendo dal formalismBaltzmann. La funzione
di ditribuzione, che varia con il tempo ma segue la metricépima integrata risult20]

daf

5 =Clf] (2.7)
il termine C' [f] descrive tutte le possibili collisioni, ovvero nel segenaso le in-

terazioni dei fotoni all’interno del plasma primordiale.

Il primo membro dell’equazion2.7 descrive le variazioni nella funzione di distribuzione

f dei fotoni non legate alle interazioni.

La funzione di distribuzione sarquindi funzione della posizione, del tempot e del

momento del fotoneP*, quindi f = f(z,t, P*), dove il momento (o quadrimpulso

comobile)e definito

B dxt

pr="
d\

(2.8)

la A\ & una variabile che parametrizza il percorso (geodetiogigedal fotone,e
possibile parlare in modo indifferente di quadripulso o insp spaziale, i fotoni infatti
sono particelle prive di massa e questo ci permette di serivea delle componenti del
momento in funzione delle altre

|P2| = 0 = g P'P¥ = gooP"P° + g;; PP = — (14 29) (P°)” + p?

nell’ultima uguaglianza stata sviluppata al primo ordine la radice del denomina-
tore, & possibile quindi eliminare tutti i termini nel’'equaz®di BoltzmannP' e le sue
derivate, ed usare sojlo Chiaramente va espressa la dipendenza non solo dall’ampiez
za del momento ma anche dalla sua direzipheconsiderato come versore di norma
unitaria. La derivata totale risulta quindi scritta come

& _0f  0f o 0f0p  Of O
dt Ot Ooxi ot  Opot Op ot

(2.9)
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Tutta la trattazione si basa considerando i termini al prondine, ga in questa
espressione ci sono termini di ordine superiore al primoespdrtanto potrebbero es-
sere scartatiimmediatamente, ad esempio I'ultimo termnfatti all’'ordine zero, quello
non perturbato, la funzione di distribuziorienon dipende dalla direzione del momento
del fotone ma solo dalla sua ampiezza.

Pertanto, la derivata parziale nell’ultimo termine d@l@rappresenta un termine del pri-
mo ordine, ma d’altro canto anche il termine moltiplicatoeamdoe del primo ordine, in
guanto solo in presenza di una metrica perturbata, con paten ed ¢ (ad esempio la
presenza di un campo gravitazionale), i fotoni deviancedalio direzione.

Quindi tutto questo termine del secondo ordine e puli conseguenza essere scarta-
to nella presente trattazione. Consideriamo quindi gli ttmini, la quantia dz*/dt &
possibile esprimerla facendo uso della definizione del gurradmento

d 7
* pr=2 (2.10)

Pr= )

da cui

dz? _dxi@_ii
dt — d\ dt PO

Volendo esprimere questa quaatih termini delle variabilp e p?, & possibile utiliz-
zare le relazioni

P’ =p(1 —v) edanalogamente P' = Cp' (2.11)

dove(C indica la costante da determinare, dalla definizionesiiha

p2 = ngPlP] = gmﬁlﬁ’CQ == (lz(t)(l + 2@5)51]??02 = CLQ(t)(]. + 2¢)C2

avendo utilizzato I'espressione per la parte spazialaaeétrica perturbata, oltre al
fatto chep’ € un versore. Quindi la costante C risulta essere uguale a

: PP’ 19
p—_—P 5" 2.12
witze Fa (2.12)

A questo punta@ possibile esprimere il termine cercato

de' P ppl—-9¢) 1 P
dt ~ PO a p(1—1) _E(l_¢+¢) (2.13)
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naturalmente anche quiaiconsiderato solo il termine al primo ordine, il significato
di questa equazione risiede nella descrizione di come onéadevia dalla sua direzione
a causa della presenza di termini perturbativi. Infatti i@ $ovra-densitdove¢ > 0
ey < 0laquantit (1 — ¢ + ) < 1, pertanto i fotoni rallentano quando attraversano
guesta regione.
Questo termine moltiplica la derivata parziale della fona di distribuzione rispetto a
2 che peo & del primo ordine, infatti all'ordine zero I non dipende dalla posizione
del fotone. Quinde possibile trascurare i terminie ¢ nell’'ultima espressione.
Ora si possono inserire questi risultati nell’espressibf@ttenendo

df _of pOof Ofdp
dt Ot a0z apdt

(2.14)

Rimane da calcolare l'ultimo terminép/dt, per farlo si utilizza I'equazione della
geodetica che scritta per evidenziare il quadri-momenta farma
dp°
—— =1, pp’
d\ op
e bene precisare clienone un tensore. Riscrivendo la derivata rispettoerispetto
al tempot si ottiene

dP° dt
dt d\

P’ _ o PP
dt P po

a _, Peps

— 0 papp
= 0, PP

(1+¢)

doveeé stato espressB’ in termini dip e delle perturbazioni), avendo sviluppato
sempre il tutto al primo ordine. Esplicitando la derivatpgtto al tempo

dp

dp, o peps
dt

—Y)=p Por —Tos—— 5 (1+ ). (2.15)

Adesso rimane solo da valutare il termin@?“ﬁPo‘Pﬁ ed e possibile farlo grazie ai
simboli di Christoffel

, PP’ pep?

g
Tos—p— = G Osta +0ag, = O1gar)
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da cui
peps g0 PePP 1 =2 PoPP
25— = 5 (20300 = 0gus) = 5 (205900 = 019ap)

doveg,, € non nullo solo se: = 0 e pertant@sgo, = —293¢.
Analizzando quindi l'ultimo termine si ha

paps popo pipi
= _athO atgz]

_atgaﬁ

P'pI
- 2173%@ atgm

dove PV & espresso in termini gie ), considerando sempre una trattazione al primo
ordine. Tenendo conto che

derivando questa espressione si ottiene

0,9, = 8y <2aa + daid + 2a2¢>

Ma d’altro canto

pipi ,1— 1— 2¢

A guesto punt@ possibile sosituire nell’espressioﬂ%g, ed ottenere

a pp _ 0ps —
, PP 1+ 2 Ll 7’(1—22@(26@+2H(1+2¢))

I PR —4051 + 2p0p) — a?

andando ad esplicitare la derivaig, espandendo al primo ordiné’P?/p e con-
siderando solo il termine di ordine zero, il quale si ottiete prodotto tra i termini

(1—2¢)(1 +2¢),
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si trova che
PePP 142
e [ ( o+ S0 ) + 2000 — p(%‘thm]

— (—1420) [ por — 2002 _p (o + H)] |

Adesso si hanno tutti i termini, quindi possono essere nmiesigime per ottenere

Ay dp L, PP
o pp
{atw ew} Py

i

=p {aﬂﬂ + %31'?4 — poyp — Qaﬂﬂ% —p(Op + H).

Il tutto sviluppato al primo ordine puessere compattato, questo conduce all’equazione

1dp

P
P Orp — 0. (2.18)

Questa equazione descrive la variazione del momento dmiifaell’attimo in cui
guesti si trovano ad attraversare una regione descrittaaanetrica perturbata.
Il termiche conH descrive la perdita di momento per effetto dell’espanseléUni-
verso (flusso di Hubble).
Come ga osservato una regione di sovradensiaa data da) < 0 e ¢ > 0, dove si
ha che il secondo termine dellequaziché8rappresenta la perdita del momento quan-
do il fotone si trova all'interno di una buca di potenzialeedi fa sempre pi profonda
(0, > 0): diviene sempre pi difficile uscire dalla buca allaumentare della sua prefon
dita, serve cie un’energia maggiore da parte della particella.
L'ultimo termine p?0;1» < 0 riguarda un fotone il quale, entrando in una buca di poten-
ziale guadagna momento (viene accelerato verso il centemitna di conseguenza lo
perde quando ne esce.
Pertanto la parte sinistra dell’equazione di Boltzmannrize

a
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| primi due termini conducono alle equazioni di contiguagd a quella di Eulero.
Il terzo termine ci dice che un fotone perde energia in un isiw FRW, mentre gli
ultimi due descrivono in che modo reagisce una distribuzidirfotoni all’evolvere delle
sovra/sotto densit Orae necessario espandere, la funzione di distribuzione peomif
sempre al primo ordine.
All'ordine zero questa la distribuzione di Bose-Einstein, men&eossibile scrivere
I'espressione pi generale come

-1
— o~ p
1@ = | { o) Y (220
indicata la perturbazione della temperatura capie, p,t) = 07/T (o della bril-
lanza). In un Universo omogeneo ed isotropo la temperdtudai fotoni dipende unica-
mente dal tempo, pertanto la perturbazione al primo ordpendlea dalla posizione (che
porta a disomogenei} e dalla direziong del momento (che porta invece ad anisotropie).
Non sie assunta una dipendenza dall'ampiezza del momento e queswgiustificato
dal fatto che, lo scattering Compt@molto efficiente e lascia praticamente inalterato il
momento del fotone dopo lo scattering con I'elettrone. tthfafotone, € qui descritto
come una particella relativistica mentre lo scattegrfj bassa energia rispetto alla massa
a riposo dell’elettrone con cui il fotone scattera.
Tutta questa trattazione riguarda la rappresentazioneotigbortamento delle particelle
dopo la nucleosintesi fino all’era della ricombinazione.
Dato cheO e piccolo possiamo espandere al primo ordine questa egpressl ottenere

f(@ At)—;%— i[ex (p/T)—1]"")TO = fO — 8f_(0)@
dove f© = [exp(p/T) — 1]~ indica l'ordine zero, ovvero imperturbato, avendo
utilizzato la propriea di Bose-Einstein (dove qui= hv)
af© af©
T =— : 2.21
5T "o (2.21)
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2.2.1 L'equazione all’'ordine zero

Andando a considerare solo i termini di ordine zero, ovvereza perturbazioni quindi
cong,» e © sono nulli. In questo caso I'equazione di Boltzmanfunzione del tempo e
dell'impulso e sa& data da

df© B af© af©

@ ~ o M ap

=0 (2.22)

dovee stato posto uguale a zero il membro di destra. L'equazamen collisionale
(equazione di Liouville), ma come si vedguando sarcalcolato il termine di scattering,
il membro di destra del primo ordine.
In effetti se pensiamo all’efficienza dello scattering Coomptil plasma primordiale es-
sendo in equilibrio termico fa si che tutte le reazioni chen@in un senso sono comple-
tamente bilanciate da quelle nella direzione opposta deiamo scattering.
Quando si va a perturbare il sistema questo naggano e verd favorito il rate di reazioni
in un verso rispetto all’altro.
Riscrivendo la derivata parziale rispette aome derivata rispetto alla temperat(iai
ottiene

df ™  df®dr  dr/dt df®

A R P 2.23
dt 4T dt T Pap (2.23)
dove nell'ultima uguaglianza stata semplicemente trasformata la derivata rispetto
aT in una rispetto @ sfruttando la propriét vista precedentemente. A questo pumnto

possibile raccogliere i termini delle derivate rispetto@si ha

dfV [—dT/dt  da/dt]
b dp T a N

0 (2.24)

dovee stato esplicitato H, la soluzione di questa equazioneidaphe

T _da

- - =Toa . (2.25)

L'effetto dell’espansion& quindi quello di riscalare la temperatura inversamente al
fattore di scala.
Un risultato che @i si conosceva, infatti sapendo che « a* si trovava la stessa
espressione finale sfruttando la relazione di Stefan-Belirm,, o< 7.
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2.2.2 L'equazione al primo ordine

Valutiamo ora I'espressione al primo ordine usando il tesiol precedente dell’ordine
zero. Quello che si ottiene

P ori dp

g0 9 [afO 1 o0 afo o1 9f07  af0 [ay 7o
f - ool P f el f ) f 96 7 w
dt ot | Op dp dp Jdp |0t aOx

Sviluppando il primo termine nel membro di destra e scandwah 0t cond /0T

o [afw)@] - af(O) o0 82f(°)

Pt | Top P=ap ar P apat

af® o0 dT 0?
p — —PO—
dp Ot dt Opot

(0) T (0)
o[V 00 d /dtﬁ{p@f }

- P dp §+p T Op dp

ma dT'/dt/T nell'ultima espressione noa altro cheH, quindi questo termine si
cancella conilterzo dell’equazione prima e il tutto conelatt’equazione al primo ordine

a _ ofY a_@+gz’a@ %+E8¢
dt b op |0t adx* Ot adx

| primi due termini causano iffree streamingcioe I'effetto di propagazione delle
anisotropie (cosi chiamate per la esplicita dipendenza dakzione oltre che dalla po-
sizione) fino alle piccole scale, mentre gli ultimi due tammengono conto dell’ effetto
della gravi.

2.2.3 | termine di collisioneC' [f] per i fotoni

Analizzando ora il membro di destra dellequazione di Bolinm, dove l'interazione
principale tra fotoni ed elettro® quella dovuta allo scattering di Compton, si considera-
no le energie in gioco. Il valore, ad oggi, della temperatiefondo cosmico, misurato
ad esempio dallo strumento FIRAS a bordo del satellite C@RET, = 2.725+0.002K,

che in termini energetici equavale alla quanfi25 x 1072 eV
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Un importante risultato ottenutdla dipendenza della temperatura dal fattore di scala
T x a~!, poiche la ricombinazione avviene ad un redshift cop~ 1100 che equivale
ada ~ 1073, si ottiene una temperatura per la ricombinazione 000 K.
Quindi la fisica in gioco non coinvolge energie molto eleyadd inoltre anche I'agi-
tazione termica di protoni ed elettromidi gran lunga inferiore alla loro massa. Conside-
riamo adesso l'interazioni dovuto allo scattering Comptarfatoni ed elettroni i quali a
loro volta sono legati ai protoni, ed altri nuclei atomica, ieiterazioni di Coulomb.
Si vuole valutare come cambia la funzione di distribuzigraei fotoni di moment® a
causa proprio dell’effetto Compton. La reazione in esaniealllibrio &

/ /

e (¢") + (") & e (") + (") (2.26)

dove un certo numero di- e diy daranno fotoni di momentp* facendo quindi
variare (aumentare) la funzione di distribuziofienello stesso tempo un certo numero
di coppie genereranno fotoni di momemlé (diminuendof). Il termine sorgente pu
essere scritto nel seguente modo

ClUE= Y IMP L)) = @) f )] (2.27)

’ !/
qt,q" ,p*

il primo prodotto tra parentesi descrive la produzione thfodi momentg*, mentre
il secondo descrive la diminuzione degli stessi che vannmdysre fotoni di momento
p“,, inoltre conf, siindica la funzione di distribuzione degli elettroni.
Il termine |M|2 indica 'ampiezza dello scattering di Comptoa ¢el tutto trascurata
I'emissione stimolata).
In maniera pil dettagliata si deve riscrivere la sommatoria come integsamomenti,
quindi

_ 1 dq d*q @y
Clfp)] = p/(27.‘,)32E€<q)/(27T)32Ee(q/)/(27T)32E6<p/) )

|M[* 2r)*6* [p+q— o' — 15 [E(p) + Ee(q) — E(p)) — Ec(q')] x

fe(d) @) — fe(@) f(p)]

dove laé® esprime la conservazione del momento. Peithtemperatur& bassa
siamo in un regime non-relativistico per gli elettroni i juaanno quindi un’energia
equivalente &.(q) = m. + p*/2m., mentre per i fotonE(p) = p.
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Con queste condizioni, I'energia cinetica degli elettrémiiccola se confrontata con
la loro massa a riposo per cui, ~ m..
Tutto questo permette di sostituire la quamfit. al denominatore a favore di., € possi-
bile usare lay del momento per eliminare I'integrale gnche quindié possibile riscrivere
interminidig,pep

2me, 2me,

oo d3q d*p’ q? , (@+p—p)?
cliw) = 4m£p/ <27r>3/ <2w>3p'5[p+

M |flg+p+P)F0) = L@ F ()]

Facendo delle considerazioni di tipo cinematico circdd®d Compton non-relativistico,
il trasferimento di energi& molto piccolo e questo implica chex p' eq > p,p'.
Si valuti la variazione di energia per gli elettroni nell@ttering

o 4 (@+p—p)?

E.(qQ) —E(qg+p—1p

2me 2m,
_ ¢ @ -p) -
2m.  2m. 2me M

dovee stato sviluppato il quadrato, questo porta ad elideremigtue termini. Anche
il terzo termine noré da considerare in quanto~ p e sarebbe quindi un termine del
secondo ordine. Quindi anche la variazione di energia agglironié molto piccola.
All'ordine zeroq = ¢, doveE.(q) = E.(q), & possibile cié espandere al primo ordine
ing*/2m. laé

o |p+

¢ o (G+p-p)* (0 —Dp)a
2m., 2me,

5B [P+ B — 7 = B

(0’ —0)gds(p—p)
me op'

~o(p—p)+

Si pw considerare I'approssimazione i(q) ~ E.(q) , sfruttando quindi il fatto
chedf(x —y)/0x = —0f (x — y)/dy e notando chg.(p + G — p') = f.(q).
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Questo permette di ottenere I'espressione

Cl0L = g [ el [ oty M0

(0"~ p)q95(p 1)
Me op’

505 + | [0~ 101).

La derivata della potra essere integrata per parti. A questo punpmssibile definire
'ampiezza dello scattering di Compton, esso presenta (pendenza angolare dall’an-
golo 4 tra la direzione del fotone prima dello scattering con Lietme e la direzione del
fotone dopo l'urto. Mae possibile anche definire 'ampiezza tramite la sezioneta'u
Thomson come

|M|?* = 8torm? (2.28)

dove none considerata nessuna dipendenza angolare, nel caso irtratii sl caso
della dipendenza dalla sola temperatura, questa scelfampgiezza dello scatteringo
condurre ad un errore dell'ordine massimo gel% (ma in una trattazione piaccurata
la CMB e debolmente polarizzata). Sostituendo e manipolandpréssione precedente
si ottiene

Ui =22 [ L po) [ o sto- ) [0 - 50] +

p 2m)
d*q d*p (7 =p)qodp—p) [,
[ Gt [ Gt P 1) - )

Ricordando che lintegrale sul momento fli¢) fornisce esattamente il numero di
elettronin., mentre I'integrale sul momento di(q)q permette di calcolare.v, dovev,
la velocit dei barioni con cui gli elettroni sono strettamente legathite le interazioni,
si pw svolgere l'integrali ini3q ottenendo

Clf(p)] = o ZeUT / (;T)pgp, ((5(}9 —p)+(p—p) .vbM) »

O 0y o OFO o OO )
(fo(p) O p) P 5y ) +p o o(p)
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dove il tuttoe stato sviluppato sempre al primo ordine per funzioni dritiszione dei
fotoni. A questo punto per risolvere I'integrale passiamcaaoordinate polari integrando
quindi in dp’ ed indQ), ciog nellangolo solido intorno alla direzione individuatal da
vettorep .
Questo fornisce

_ neor Of© afo
Clf _47Tp /dpp/dQ X 0(p — p)( oy (p)—i—p op @(p))-l-
. 9p—1p) /
B—p)- b (f(o) p)— (p)>

il termine al primo ordine della funzione di distrubuziongpmoltiplicare solo la
altrimenti darebbe luogo ad un termine del secondo ordine.
Sono solo due termini che dipendonoiﬂaﬂi Cui occorre tener conto quando si integra
su lad’ @(1;’) eil terminegg’ -v,. Poicke v, € un vettore costante, quando viene integrato
fornisce zero.
Per il primo si introduce la quandit

O0l(7, 1) = 4;/619 O 1. 1) (2.29)

il quale & indipendente dalla direzione del momengodettomonopolg osservatori
differenti avranno monopoli diversi, quindi integrandod$u si ottiene

. / (0) 0
CWﬂM]ZniT/@ppX5@—p)<—#%?4%+p%;<Xﬁ)+

_ _d5(p—p)
p.vba—pl

il primo integrale si risolve sfruttando k& mentre il secondo si risolve integrando
per parti lad. In conclusione si ottiene

af©

Clfp)] = _pa—pneJT [©0 —O(p) + D - vy (2.30)

Quindi non ci sono termini di ordine zero: I'efficienza deioattering Comptog
molto alta, inoltre in assenza di una velagiteculiare degli elettroni, I'effetto dello scat-
teringe quello di riportare qualunque perturbazione al valorevt@iopolo (il cielo di un
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dato osservatore appare uniforme, ma osservatori ditieilEavano temperature diverse
e questa dovuto al fatto che il monopolo dipende da

Tuttavia in presenza di una velaogiper i barioni, il terminey, - p introduce per i fotoni
una componente dipolare che&direttamente legata ad un termine Dopplereaava
una temperatura per la radiazioné palda nella direzione di moto degli elettroni & pi
fredda in quella opposta.

Questi sono i due termini che dominano la radiazione costiié@ndo quando i fotoni
interagiscono con gli elettroni e questo avviene entradzazonte causale. Tutti i multi-
poli di ordine superiore sono fortemente soppressi.

A guesto punte possibile scrivere I'espressione completa per I'equrzd Boltzmann
per i fotoni al primo ordine

00  pioe 9 piov
ot Taor Tt Taon

= NeOT {@0 -0 +]3 : Ub] . (231)

Questa espressioneassere riscritta utilizzando il tempo conforme come \mlga
temporaledn = dt/a. Questo fa comparire il fattore al denominatore nelle derivate
temporali, si ottiene

O+ PO+ + 'V = noop [O) — O + -y (2.32)

Si hanno equazioni differenziali alle derivate parziakdbgano® ad @,V e v,. Se
si considera la trasformata di Fourier, si ottiene un siat@linequazioni alle derivate
ordinarie.

Inoltre, poicke le perturbazioni sono piccole, i singoli modi evolvonoipehdentemente,
pertantoe possibile risolvere ogni modo indipendentemente.
Si definiscono i modi di Fourier come

O(x) = / dg—kem@(k:) (2.33)
(2m)?

i modi sono caratterizzati del’ampiezza del vettore dakd= /kik;, definendo il
coseno dell’angolo tra la direzione di propagazione deadrfep e il numero d’'ondak
comeu =k - p/k.

Il vettore d’ondae nella direzione di cambiamento della temperatura:
seu = 1 il fotone si muove nella direzione di massimo cambiamentp, di
sen = 0 il fotone viaggia attraverso regioni con temperatura custa
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Assumendo che la veloaitsia irrotazionaley, - p e definendo la profondit ottica
(inverso del cammino libero medio)

70
T(n) = / dn'neora (2.34)
n
d
F=2 2 —Neora. (2.35)
dn

Per cui prendendo la trasformata di Fourier dell’equazatiri@oltzmann si ottiene in
conclusione

O + ikpuO 4+ ® + ikp¥ = —7(0g — O + pwy). (2.36)

2.3 Equazioni per le altre specie di particelle

In linea di principio la stessa trattazione fatta per i fotérestendibile a tutte le altre
specie di particelle come barioni, neutrini, materia ogaiquindie possibile derivare
per ognuna di esse le equazioni di Boltzmann corrispondenti.

2.3.1 Equazione di Boltzmann per la CDM

In questo caso le particelle sono massive, quindi I'enezdianpulso non sono uguali
ma va tenuto conto della massa a riposo delle particelleerthine di Liouville ha un
constrain diverso

guwP'P” = —m?.

Trascura il termine di tipo collisionale, queste partieeflon interagiscono con |l
fluido cosmico a tutte le epoche. In questo caso si sceglieiga come variabile
indipendente, mentre

1-0
Pr=(1-0),pp—0I. (2.37)
a

La procedura seguita per la Cold Dark Matter (CDMp stessa di quella dei fotoni
fatta eccezione per il constrainm? appartenente al termine di Liouville.
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Quindi I'equazione per la CDM assume la forma

dfdm _ afdm afdmﬁ afdm@ a.fdmﬁ
dt ot or' dt = OE dt = Op dt

I'interessee qui rivolto al caso “Cold” dove possibile considerare le particelle non
realativistiche a tutte le epoche (salvo epoche primardiz¢ eludono da questa trat-
tazione), cosi le velogit peculiari sono assunte essere piccole rispetto al casDafkt
Matter.

Esplicitando i termini dell’equazione precedente

ot a B Oxt or

Ofim . D' P Ofam  Ofim 2 pPod 5" O
Ja b p Ja Ja H(t>l?_+l)__+Pp

| = 0.
E  FE Ot a Oxt

Lavorando sui momenti della funzione di distribuzione gtetio conto che/m ~ v
vanno tenuti sino al primo ordine, si moltiplica il tutto péglemento di volume nello
spazio delle fasi e si integra

0 d3p 10 d3p pp od
7 | i+ i | st~ [HO+ ]

[ Ep Ofanp? OV / Pp Ofan s _
@rp 0E B 0w ) @2np 0B 0T

L'ultimo temine e del secondo ordine (a causa dell'integrale sulla direzaeil'im-
pulso). Dalla definizione dei momenti si ha la deasitimerica delle particelle

d3p
Ndm = /Wdfdm

e la velocif del fluido

o1 d®p pp
i - 2 4 =
! ndm/(27r)3 fan'g

mentre il terzo va integrato per parti

d°p_0fam _A4r < 5 0fam 4 >, B
/(2ﬂ)3 op (2#)3/0 dpp Op —_3(27T>3/0 dpp® fam = —3Ndm-



26 CAPITOLO 2. TEORIA DELLE PERTURBAZIONI

L'equazione di continuét per la Dark Matter sardata da

Ongm 10 (ngmv') 0P
- , H(t) + — | ngm = 2.38
ot Ta om0+ G| nam =0 (2.38)
I'ordine zeroe
8n$7)1 da/dt (0)
Bt +3 . Ny =0 (2.39)

ovvero con un andamento proporzionale ad

d <n&%a3>
— 0 = ”((127)1 xa®

Quest’ultima espressione mostra come, all'ordine zerdelssia della Dark Matter
scala come I'inverso del fattore di scala al cubo. Per analatadiare il termine al primo
ordine va definito nuovamente il contrasto di demsit

N, = ”El% 14 6(z,t)] (2.40)

quindi si ottera I'espressione al primo ordine

0 100 o0 _
ot adxt ot

0. (2.41)

Da notare come il momento di ordine zero (la dexjséia accoppiato a quello di or-
dine uno (la veloci), naturalmente questauna propriet generale delle forme integrali
dell’equazione di Boltzmann. Infatti per ottenere I'altigquazione bisogna moltiplicare
per il termine  dp(p/E)p’/(27)®  ed integrare, si a@r

o [ d , pp 10 &p . p*p'p 0P
E/(2w)3fdmf+aaxi/<2ﬁ)3fdm 2 {H“HE} 8

/ Pp Ofan 'y 100 / Ep Ofan iV _
( (2n)* 0E E

2m)3 OF E? a0t

il secondo termine corrisponde a fluttuazione del secondmerdella veloci del
fluido e per questo lo si gueliminare da questa trattazione, il terzo termine netaedsi
essere integrato per parti.
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Quindi il primo momento dell’equazione di Boltzmann per lacblark Matter sax

9 (ngmv?)

ot

) ‘ i, O
+ 4gndmv3 + Ndm 97 _ g (2.42)
a a Ozt

cioe I'equazione all'ordine uno, ricordando 'andamento 'dedline zero, si po
scrivere come

J g
N’ a 10\1120‘ (2.43)

— v ————
ot a a Ot

Quest’ultima espressioreeproprio I'equazione di Eulero, doepossibile pensare a
¥ come ad un potenziale newtoniano invece che relativistico.
Questa equazione “chiude” il sistema con I'equazi@n&l a condizione di conoscere
proprio i due potenziakb e .
Inoltre non compaiono momenti di ordine superior& €idovuto al fatto che le flut-
tuazioni di velocik sono piccole. Una particella relativistica rmespandibile in termini
della velocit dato che la sua veloaitsaa sempre quella della luce. Nel caso classico,
inece, lav # ¢ e porsi nei limiti di basse veloéitpwd favorire la presenza di momenti di
ordine superiore che quindi non sono considerati.
Questo fa comprendere pekcla trattazione e lo studio delle equazioni della radiazion
deve essere necessariamente affrontato nel caso rdiativis

2.3.2 [Equazione di Boltzmann per i barioni

Per le altre specie si riportano solo i risultati fondamgnia particolare per i barioni
dove sono necessarie due quantihe sono il contrasto di derssit, e la velocit.
Tramite lo scattering di Coulomb e +p — e+ p i barioni sono accoppiati agli
elettroni, quindi

L tCoulomb < tHubble
o (pe—p2)/P2 = (pp— Pp)/ Py =

® U. = Uplp.

Integrando I'equazione di Boltzmann con le funzioni di digizione separatamente
associate agli elettroni e ai protoni, considerando I'appimazionen. < m, e ponen-
doci sempre nello spazio di Fourier, conduce all’equazione

Sb -+ ik’l)b = —3§Z5 (244)
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non & altro che I'equazione di continaitper i barioni, perturbata con tempo con-
forme nello spazio di Fourier. A questo punto come nel cadla @ark Matter si trova
'equazione di Eulero

; 4
b+ L ik = 7221300, + w) (2.45)
a 30

mi descrive il moto di un fluido accoppiato alla vel@cdei barioni e al dipolo asso-
ciato alla componente radiativa. A secondo membro comgatersmminatorep, (den-
sita barionica): elettroni e barioni sono perfettamente agi@p infatti nel caso in cui
p» — oo gli elettroni non interagiscono con la radiazione e cosug$lo si comporterebbe
come una componente di materia oscura, quindi se i bariomidenassa troppo grande
il processa soppresso.

L'ultimo termine, il quale esprime I'effetto Doppler cheatbni subiscono quando scat-
terano sugli elettroni aventi una certa velacfieculiare, non compare nel caso della
materia oscura, che non risente della vebbbidrionica e del dopolo. Si definisce

0, = i/l %L,u@(,u) (2.46)

il quale esprime il momento di dipolo (primo momentoQli coefficienti dell’espan-
sione in polinomi di Legendre). In generale invece di lavereon© (k, n, i) € possibile
scegliered; (k, n) definito come

[ du
eutkn) = (=i)' [ POk ) (2.47)

dove F;(x) sono i polinomi di Legendre di ordine Fino a che elettroni e fotoni
sono in un regime di accoppiamento stretto gli unici multiponsiderati per risolvere
le equazioni sono imonopoloce il dipolo, questoe equivalente ad affermare che grazie
allo scattering Compton che lega in modo efficiente fotonilettreni, posso trattare la
radiazione come un fluido.
Questo tipo di approssimazione aadx rompersi quando il Compton diverdgpoco
efficiente, il fluido cosmico inizier a ricombinarsi e questo mi tacomparire, nelle
espressioni che descrivono la fisica, momenti di ordine rsonse



Capitolo 3

Anisotropie primarie della CMB

L'equazione di Boltzmann lega la perturbazigaeon i potenziali (anche definiti come
perturbazioni della metricap e ¥. Per poter comprendere il processo evolutivo sono
necessarie le equazioni di Einstein ricavate in presenzeettica perturbata nella Gauge
Newtoniano Conforme.

Una domanda che a questo punto della trattazione cischiederee: cosa giustifica il
fatto che I'espansione adiabatica? Certamente una prima considerazione stacoala
servazione dell’entropia, ma questo non basta in un Urovdose avvengono processi
reversibili.

La risposta la si trova nel numero dei fotoni, dell’ordineld? per particella, questo
motiva un Universo adiabatico pekkdominato dalla radiazione cosmica di fondo.

3.1 Equazioni per i potenziali

Nel limite dove si trascura I'effetto dei quadrupoli si haech = —V cioe uguali e
opposti a meno di un termine di “stress anisotropo”. Perwaoail set di equazioni
per i potenziali si considera I'ipotesi di avere tempi caniopiccoli “early time$§=-
kn < 1, tutti i modi sono fuori dall'orzzonte e I'Universe dominato dalla radiazione.
Le equazioni di Einstein Boltzmann per i fotoned i neutriniv si riducono sotto queste
condizioni al sistema

Oy = —d Ny = —d (3.1)
mentre per le componenti massive

6= —3 oo = —3P. (3.2)

29
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Per quel che riguarda invece i potenziali si ottiene un’eguee che dipende dal
monopolo della radiazione

a

a
Dato chen «  quando domina la radiazione si ottiene il risultato segeient

> U 2 5
___2:_2|:&@0_|_’0_N0:|
non n-Le P

nd — v =2[(1-f,)00+ f,Noj

dn4+d — U =20 (3.4)

Che ha per soluzione I'espressione

®=2[(1~-f,)0 + f,No] = 26, (3.5)

0 = 30 + cost. (3.6)

L'ultimoa equazione riconduce alle condizioni adiabagiahiziali.
Questoe un risultato importante, il quale porta all’'approssimaei v ~ 7° quindi &
costante, afferma céoche il potenziale primordiale non scala con il tempo ma si-co
porta come una costante.
Le sorgenti di variazione del potenziale sono i cambiaméinstato dell’Universo, un
potenziale varia quando il sistema attraversa la transezia il dominio della radiazione
e quello di materia decadendo cosi in un nuovo valore castant
Quindi il potenziale decade attraverso I'equivalenza nmtadiazione, come si mosteer
di seguito, il decadimente piu pronunciato per modi che entrano prima dell’equivalenza
(aeq) nell'orizzonte.
Una soluzione per il potenziale si ricava dalla definizione

®(k,a) = ,(k) x {F. di Trasferimento (K) x {F. di Crescita (a}

dove V¥, indica un potenziale primordiale funzione del numero dahd
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La funzione di Trasferimento, che descrive come cambialdreadel potenziale in
funzione del modulo dk, e definita

@ _
T(kj) = (ka_alate)
Q)LS(kjy alate)

mentre il fattore di crescita, il quale caratterizza I'etlvgrte crescita del potenziale in
funzione del fattore di scal&, dato da

Risulta

(3.7)

dove si osserva come il potenziale, ad ogni tempo e ogni medelazioni cond,,
guesto implica che durante un cambiamento di fase il pasgubisce un decadimento.

3.1.1 Le anisotropie su grandi scale

Si considerino modkn < 1 fuori dall’orizzonte dove I'Universce@ dominato dalla
radiazione. Levoluzione delle perturbazioni per grancile prevede la condizione
adiabatica ©,,=49/3 , quindi

6.y —b (3.8)
5= -39 (3.9)

al. a )
35 o — \Ifa = A7 Ga” [4p,O..0 + pamd] (3.10)

introducendo una nuova variabile definita comg = a/a., = pam/pr  Si Ottiene

3¢ (<i> — \Ifg> = 47Ga® pgmd {1 + i} : (3.11)
a a 3y

La soluzione di questa espression® gssere trovata sia analiticamente

Py 1
) 0~

- T [16\/1+y+9y3—|—2y2—8y— 16} (3.12)



32 CAPITOLO 3. ANISOTROPIE PRIMARIE DELLA CMB

che nellimite y>1 cioe a = au. > a.,, dove siricava il risultato per le
grandi scale

o= %% (3.13)

Quello che accade alle grandi scalehe il potenziale decade, attraverso I'equivalen-
za, perdendad/10 della sua ampiezza rispetto al potenziale primordiale gheaaprima
dell'equivalenza. Come si vede nella figura seguente, il dietento del potenziale
proporzionale alla scala dell’anisotropia e quindi allargtezza:.

1 LI I T T T T I L | T

0.9

0'5 (I BRI A | PPN S SR |:
-9 —4 -3 =
log(a)

Figura 3.1: Evoluzione super-horizon del potenziale in wdello CDM in assenza di
barioni, conh = 0.5 ed(?,, = 1. La linea continua pi spessa mostra il risultato analitico
dell'eq. 3.12 valida solo su larga scala. Le altre curve sono valide pemado con

k = 0.001hMpc~! e per altri due modi di minore eraif20].

Per piccolikn vale la condizione

Oy = —P + cost (3.14)

la condizione inizial&®©, = ®,/2 da cui la costante aatil valore di3®, /2, ponendo
la ricombinazione ben oltre I'equivalenza > 1)
3

Ok 1) = —0(k,1.) + S, (K) = (k.. 315)

dover, e il tempo alla ricombinazione, I'anisotropia osservai@a, + ¥ data dal-
la temperatura che si osserva dalla radiazione cosmicandiofosommata al redshift
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gravitazionale che il fotone subisce per poter uscire dallza di potenziale causata dal
potenziale. Trascurando i quadrupoli di radiazidne- —®, si ottiene
1

guesta equazione mostra il legame cheetea I'anisotropia osservata e la fluttuazione
del potenziale. Il fotone che esce fuori dalla buca di pasazha un’anisotropia che
1/3 del valore della buca di potenziale medesima.
Un altro modo di vedere questo stesso risultath esprimerlo in termini di contrasto di
densif: per il campo di densitla condizione inizialé § = 3®/2, mentre I'equazione di
Boltzmann per le grandi scaé) = —3®, quindi integrando i

50.) — S) = 5@, — 3[B(n.) — B,] =207, (3.17)

doved(ny) si pud porre uguale a zero per tempi primordiali piccoli, quindi

(8 + ) (k,7.) = — (). (3.18)

Questo risultat@ estremamente interessante: una ragione sovradensacgie cuna
perturbazione positiva alla materia) ha una anisotropgatva ©, + V, i fotoni nella
buca di potenziale di questa regione sonogaldi ma devono comungue perdere energia
per poter uscire fuori.

Quindi per scale grandi, cosi come si vedono sulla supedicidgtimo scattering, si ha
questo paradosso: le zone che appaiono fredde,aa temperaure pibasse rispetto
alla media, sono in redtzone che contengono fotoni caldi ovvero delle sovradenkit
paradosso trova soluzione nel fatto che avviene perob, di per & il fotone caldo per
uscire dalla buca di potenziale subisce redshift grawtede, in modo cosi elevato tale
da cambiare segno alla perturbazione in temperatura.

Questo effett@ vero solo per grandi scale ovvero modi collegati al potdazirimordiale
D,,.

Un altro risultato importante nel fattorel /6, infatti

op

6T
— 1077 S x6x107° (3.19)
T p

risolve in parte il problema della piccolezza delle anigpie rispetto alla distribuzione
di materia, il fattores aiuta le sovra-densita collassare e generare strutture. Viceversa

i modelli alternativi all'inflazione hanno un fattorelpbasso che complica decisamente
I'evoluzione delle strutture.
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3.1.2 Il regime ditight-coupling

Prima della ricombinazione si ha che lo scattering Comptticaeiee nel mantenere fo-
toni e barioni legati tra loro con un libero cammino medio pfatoni decisamente pi
piccolo dell’'orizzonte. Questo fenomermoto con il nome diegime di tight-coupling
dove il rate di scattering maggiore del rate di espansione dell’Universo 1).

In questo limite contano solo i momenti di ordine zero e uno,permette di porsi nel-
I'approssimazione fluiddove anche i fotoni sono descritti da una denéit e da una
velocia O, .

Moltiplicando I'equazione di Boltzmann dei fotoni p&¥(u) e integrando, per>> 2

. k Ld )
O+ i / S HB(O() = 76, (3.20)

Utilizzando la relazione di ricorrenza per i polinomi di lesggre

(I + 1) Praa () = (20 + 1)uPu(p) — LPi_s (1) (3.21)
si riscrive I'equazion&.1.2nella forma

ki k(l+1)
2l + 1O+ 20 +1

O, + =70, (3.22)
Dei due termini quello di dest®apiu grande, tralasciando il momerite 1 (multipoli
di ordine superioreg possibile verificare che contano nel caso di uno scatter @mp
poco efficiente), si ottiene
kn

6[ =~ 2— @l,1 (323)
T

per scale sull’orizzontén = 1 ser > 1 = O, < ©,_; per questo tutti i multipoli
di ordine superiore sondampatirispetto a quelli pi piccoli (per questo si gutroncare
'equazione di Boltzmann).
Si possiamo scrivere le equazioni per il monopolo e il dipolo

O + kO = —d (3.24)

@'1+—=—+¢'{@1——] (3.25)
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ottenute trascurando tutti i multipoli di ordiries>> 1, nella seconda espressione per
il dipolo compare la velocé dei barioni che necessita di un’equazione a parte

vy = — 300, + g [T' + gvb + zkrlll] (3.26)

all'ordine piu bassay, ~ —3i01, la correzione al primo ordine conduce all’espres-
sione per la velocét dei barioni seguente

R . :
vy = ~3i0; + = [—3@@1 - 32'%@1 + @kqf} . (3.27)

A questo punta possibile eliminare la dipendenzaw@ae chiudere le due equazioni
per i monopoli, 'equazione per il dipolo si trasforma netjuazione

O, + gi 0,-—F _o,-Fy (3.28)

mentre per I'ordine zero

Oy + kO, = —d (3.29)

Derivando la seconda equazione e sostituendo in essad&spne db; dalla prima
si ottiene
R R . k?

.. a . 5 9 -
- =P - —— P — —VU )
@0+a1+R@0+kc5®0 PR 3 (3.30)

rappresenta I'equazione di un oscillatore armonico smor@on forzante I'espres-
sione di destra, che puessere approssimata costante dato che i potenziali esolvo
poco), si definisce la velocitdel suono nel seguente modo

1
s =4 | ———— 3.31
¢ 3(1+ R) (3:31)
I'effetto dei barionieé quello di ridurre la velocit del suono del fluido.
L'equazione3.1.2descrive le oscillazioni per quei modi che sono effettivataesntrati

nell’orizzonte e riescono quindi ad oscillare.
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Nel momento in cui le perturbazioni dei fotoni entrano inwessione causale questi
oggetti oscillano, possono farlo grazie al fatto che la redéutendenza al collasso gravi-
tazionale dei fotoné controbilanciata dalla pressione della radiazione.

La compressione e la rarefazione danno vita ad uno spetpiochi armonici, l'alttezza
dei picchi none sempre uguale ma tende a diminuire al crescere del numendat:
(perturbazioni sempre pipiccole, le quali saranno soggette al damping).

k3/2 [0,+¥,8,](n.)

Figura 3.2: 1l monopolo e dipolo alla ricombinazione in undetio standard CDM,
il dipolo svanisce per modi pigrandi e per lunghezze d’onda che non sono entrate
nell’orizzonte. Il monopol@ completamente sfasat®(].

In una versione alternativa, passando al tempo confornggeuppando i vari termini
si ha una forma dell’'espressione che non dipendelplla derivata dei potenziali

d? R d BT o1
— e kYO + D= — | ——— DT . 3.32
{dn2+1+Rdn+ CS}[ o+ ® =73 [1+R } (3-32)

Per risolvere questa equazione si procede con il metodo eerGrsi trovano le

soluzioni dell’'equazione omogenea associata e si cos&raipartire da queste la soluzione
generale.

Trascurando i termini di damping, le soluzioni dell’'omogarsono

Si(k,n) = sin [krs(n)]

Sa(k, ) = cos [kr(n)]
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dove ora non compare la velagidel suono ma l'orizzonte del suono ovvero la
distanza comovente percorsa nel fluido da un’onda acustica

/

rs(n) = /0 ' dn'cs(n). (3.33)

Ricordando le condizioni iniziali si otteniene la soluzigenerale del tipo

©0(n) + @(n) = [60(0) + ®(0)] cos(kr)

/

sz [ [00) = v sin (i [rstm = .61}

Questa soluzione analitioa di estrema importanza: di fatto con questa approssi-
mazione sie disaccoppiata I'equazione di Bolzmann per la radiaziongudsla dei
potenziali. A patto di conoscere il comportamento dei poidi I'equazione descrive
una soluzione per la radiazione.

La scelta delle condizioni iniziali (definite dall’inflati) permette di affermare che le os-
cillazioni non sono casuali ma dovute a combinazioni di getwseni, anche se l'unico
modo che sopravvive l'ultimo.

L'equazione permette di stabilire accuratamente le posiziei picchi di oscillazione in
funzione dikn,, dove i picchi non sono altro che i massimi e i minimi di un cuse la
loro posizionee stabilita in corrispondenza dei numeri d’origa= nx/rs.

Pertanto il primo picca dovuto ad un’onda che ha raggiunto il suo massimo di com-
pressione al tempo della ricombinazione, la prima goleorsgkttro della CMEe invece
un’oscillazione entrata prima nell’'orizzonte (ha potuszitare di pu della prima) e ha
raggiunto mei oscillazione.

Mentre il secondo piccée un’onda entrata nell’orizzonte ancora prima e che ha catmpi
un ciclo completo di oscillazione e si trova nella fase defazione.

Introducendo il damping le intenaidei picchi possono essere ottenute in modoagt
curato, alla fine questa equazione riproduce in modo mottelésla soluzione numerica
esatta.

Derivando si ottiene per il dipolo (sfasatozdi2 rispetto al monopolo)

_
V3

_g /On dn’ [@(77') — \I/(nl)} cos {k‘ [rs(n) - Ts(nlﬂ } :

©1(n) [©0(0) + @(0)] sin(krs)
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Questo spiega perehe gole nello spettro di potenza non siano uguali a zero ma so
riempite dai massimi del dipolo, céepiti piccolo di un fattore /+/3.
Includendo inoltre il termine di smorzamento, siopasservare che I'effetto di quest’ul-
timo e di cancellare le anisotropie sulle piccole scale angolari

3.1.3 Ladiffusione e il damping

L'unica mancanza in questa trattaziomehe non riproduce il damping. Questo avviene
perche sono stati trascurati i momenti di ordine superiori, intipafare il quadrupolo
©,(k, n), dato che contano solo le piccole scale

Oy + kO =0 (3.34)
: 2 1 . U
@1 + k (5@2 - g@o) =T (@1 3 ) (335)
2 9 .
@1 - g k@l = 1—0 T@Q. (336)

Riportando di seguito il risultato, la dipendenza tempodaléa perturbazione data

da 12
By, 01 ~ exp{ik/dncs} ea:p{—?}
d

dovek, € dellordine diAp = 1/+/n.orH e l'integrale pd quindi essere calcolato
direttamente

Y. —1
k2 = 3.1 x 10°Mpc 202 fp(a/ac,) (Qh?) > (1 — Ep) (Qh%) "2,

Il punto fondamentale sta nel fatto che si ha sempre una garghdi damping anche
quando il limite di thing coupling efficace.

3.2 Il free streaming

Tutto quanto visto fino ad ora permette di calcol@jeal tempo della ricombinaziong.
Si vedia come le anisotropie sono trasferite dalla superficie dioltscattering fino a
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noi, le soluzioni sono di tipo analitico. Bisogna calcolaeahisotropie al tempag, e per
farlo si riparte dall’equazione di Boltzmann per i fotoni cheiscrive nella forma

S =0+ (ikp—7)0 = =& — ikpV — 7 | Oy + pvy, — %PQ(M) H] . (3.37)

Il termine di sinistra pa essere pensato come il risultato di una derivazione tspet
an, infatti compaiono tutte derivate temporali. In effetti
O + (ikp —7)0 = e—“ﬂm“a% [@cm=] = S. (3.38)
Non e esattamente vero che non accade nulla tra la ricombireaegioni ad esempio
variano i potenziali. Comunque il primo effegauello di proiezione di anisotropie locali
che osservatori locali vedrebbero su scale angolari geanlde sono trasferite su piccole
scale. Il processe di proiezione data I'enorme distanza che ci separa daflarBaie
di ultimo scattering e l'effetto prende il nome fiee streamingcioe le anisotropie si
propagano in modo libero (o quasi).
Se si moltiplicano entrambi i membri per 'esponenziale iat&gra inn si ottiene

. 70 N ‘
@(770) — @(Th)ezku(m*no)efrm + / d??S(T])elk“(nfm)*T(n)
i
dove il primo membro a destra si trascura per+ 0. L'espressione risulta quindi
o B )
Ok, p,m0) = / dnS (k, )™ tn=m) =m0, (3.39)

i

Il termine sorgente' & complicato per via della dipendenza angojare

O (1, 10) = (=)' /Ono dnS(k,n)e™™ jy [k(n — o) (3.40)

dovej, sono le funzioni sferiche di Bessel di ordihe
Notando che

/1 %LLPZ(M)@HW(TI—UO) _ (—1¢)l Ji[k(n —mo)] -

Pei la dipendenza dac’e, e possibile manipolare I'esponenziale, gead esempio

] 0 ” 10 0 "
—Zk’/ dnlu\pel p(n—"n0)—T _ _/ dn‘lle’r(n)a_ez u(n—no))
0 0 n



40 CAPITOLO 3. ANISOTROPIE PRIMARIE DELLA CMB

integrando per parti e trascurando il termine di bordo (np@h@non osservabile)

/no ik (n—"mo) 0 [ (?7)}
dne' ™M) — e
0 on

operando in maniera analoga per gli altri termini si otti¢heenza la dipendenza
angolare da

Ou(k,m) = (=)' /0770 dnS(k,n)e™™ Dy [k(no — )] . (3.41)

A questo punta stata formalmente risolta I'equazione avendo I'espoessdi ogni
monopolo dell’equazione di Boltzmann in funzioneidal tempo attuale come, un certo
integrale che contiene al suo interno un termine sorgerepgacato con la funzione e
la funzione di Bessel,. La soluzione per l'ultimo integrale in, permette di ricavare la
soluzione esplicita

S(k,n)=e" {—cbf' (@0 + % H)} +
g [ (0= 18)] = e b T

Adessoe utile introdurre una funzione nota corumzione di visibilia definita da

g(n) = —7e " (3.42)

la quale ha I'interessante propaedi avere I'integrale, con segno meno, nel tempo
conforme trad ed ), pari ad 1. Quindi possibile vedere questa espressione come una
densit di probabilig: & la probabilia che un fotone venga scatterato per I'ultima volta,
la sua distribuzione a campana definisce la larghezza dgikxficie di ultimo scattering
al tempo conforme. Trascurando il quadrupolo

~ 0 ivb P .
() = gn) (€0 + W] 5| 2| + e (k) = dk,m)] . (343)

Integrando per parti, in cui si eliminano i termini fuori dategrale per le propriet

dellag(n) (la qualee piccata intorno g.), si ottiene

Oi(k.) = / " dng(n) [©ulk n) + U (k) k(o — )] —

/O " dng(n)wﬁ [k(no — n)] +
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o . . .
/‘dmﬂ[W%ﬂD—@%mﬂﬂ%mw—m]
0

| primi due termini sono pesati per la funzione di visildiluindi potranno ricevere
un contributo fortemente piccato intornoma L'ultimo termine invece ha contributi da
parte di tutti i tempi, ad epoche molto remote, in ¢up> 1, risulta fortemente soppresso
ma questo noe piu vero dopo la ricombinazione.
Questo termine legato alla variazione dei potenziali, se questi soncaotishon con-
tribuisce per niente.

n(Mpc)
200 250 300 350 400
ﬂ.na [ I T T T 1T | T T 1 1 | T 1T 1 1 | T & 1 1 L

~ 0.02 |- -
v I _
=9
E = ~
% .01 —

. J----n.lr i I i 1 1 I [ L 1 l L

1400 1200 1000 800 600

z

Figura 3.3: La funzione di visibil, la maggior parte degli elettroni scattera a circa
z ~ 1100 con poca dipendenza dalla deasdei barioni. Notare che lintegrale nel
tempo dellgy e 1, inoltre quik = 0.5 [20].

Chiaramente se cambia la specie che domina (radiazioneia)ateontenuto di en-
ergia dell’'Universo, varia anche il valore dei potenziali.
Recentemente I'Universo sta attraversando una fase cheaiagssere dovuta ad una
componente di dark energy questo permette a quest’ultimone di avere un contributo
che saa ancora non nullo.
Complessivamente questo fenomeno prende il noreéetto Sachs-Wolfe integratiato
che coinvolge gli integrali delle variazioni dei potential
Sempre nell’'ultima espressione sono presenti anche ladiindi Bessel (;), le quali
sono fortemente soppresse pes- kg, fortemente oscillanti pelr piu piccoli mentre
sSono piccate per~ k.
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3.3 Predizione di anisotropie: iC)

Utilizzando la trattazione fin qui esposta si vuole ora daleole anisotropie al tempg,
il pattern di anisotropia studiate si legandik, 1y) nel modo che segue

T(z,p,n) =Tn)[1+6(z,p,n)| (3.44)

la temperatura osservata datata dalla temperatura di background della radiazione,
dove la parte di anisotropizhe si p osservare solo qui, ed oran,) & funzione della
posizione spazialéz), dellimpulso del fotongp) ovvero la direzione da cui I'osser-
vatore vede arrivare il fotone che porta cenl’mformazione di anisotropia e del tempo
conforme(n). Si pw espandere la parte angolare delle anisotropie ossemat@oniche
sferiche

[e%S) l
O, p,m) =Y Y am(Z,1)Yin (D) (3.45)
=0 m=—1
'espansione stata fatta considerando I'unico grado di libeiit quale permette di

guardare il cielo sotto diverse direzioni in cui i fotoni @pfenenti alla radiazione cosmica
di fondo possono essere rilevati, per queste sariato nelle tre componenti il versore
impulso (che pey corrisponde solo 2gradi di liberg infatti la volta celeste definita da
una superficie sferica).
Le armoniche sferiche formano una base ortogonale sulla Sfe

/ dQYZm(ﬁ)Yle, (D) = 0y 0y - (3.46)
ar

Questi coefficienti hanno media nulla peedhcampo di anisotropia a media nulla
(conk ottenuta dall’antitrasformata)

dk . -
i) = [ G [ ootk 3.47)

pero non lo sa& la covarianza, infatti si guricavare lo spettro di potenza

<almal'm/> = Cioy 0

’
mm °

(3.48)

Data l'isotropia statistica lo spettro safunzione solo di, ovvero si sta affermando
che la trasformata di Legiandre dello spettro di potenzaedadunzione di correlazione
sulla sfera pa essere funzione solo di cosiC; racchiude in 8 tutta la statistica del
campo. Calcolando I'espansione in armoniche sferiche (eatitrasformata di Fourier)
e sfruttando I'espansione in polinomi di Legendre lo speatirpotenza assume la forma
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Oy ()0 ()
5(k) P

X

¢ = / &k P(k) S (=) i @+ 1@ + 1)

2 3
CORRP

/ 4O} (D) Py (k - §) / 42 Yo () Py (k- ).

| due integrali angolari sono identici e danno un contrita nullo:47Y},, /(214 1)
solosel” =1 = [. Lintegrale in d°k si pw separare in un integrale sferico sul modulo
guadro delle armoniche sferiche chealarResta quindi

C == / " k2P (k) ' (3.49)

™ Jo

la qualee I'espressione finale dello spettro di potenza della rémli@zcosmica di
fondo. Per ogni la varianza degli; ,,, dipende da un integrale su tuttkidello spettro
di potenza per una funzione di trasferimento che descrimeecevolve la radiazione in
rapporto alla materia.

Come si vede no® un’espressione banale, quindd @ondura ad una dipendenza di
guesta, abbastanza complicata, dai parametri cosmoldggaileterminano I'evoluzione
della ©, fino adn, e dello spettro primordiale delle fluttuazioni. Sapendo cltg
oscillano, anche data la difficaltnumerica nel calcolare I'integrale, sig@@aomunque
concludere ché€’; dovra esibire dei picchi.

3.4 L'effetto Sachs-Wolfe

Considerando I'equazione di Boltzmann per le grandi scals@asndo che il potenziale
non cambi tra la ricombinazione e un ipotetico osservatostqall’epoca attuale

V()  _ ®m)

Oo(n:) + V() = 3Di(ag) 3Dy (ap)

(3.50)

a seguire un interessante e utile espression@ paitida sotto la condiziongn < 1
cona > aeq

0, H?

Oo(n.) + ¥ (n.) = “K2Dy (ag)

d(no)- (3.51)
Questa permette di ricavaéy dall’'equazione del free streaming

02 HA > dk
SW m=-0 -2 o
cy o= —27TD%(CL0) /0 = Ji [k(no — )] P(k). (3.52)
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La denominazion&'WV sta perSachs-Wolfén onore dei ricercatori che per primi, nel
1967, hanno calcolato le anisotropie su grandi scale angolasil' ddpressione compare
lo spettro di potenza, considerando che questo sia unospéfiotenza inflazionario si
ottiene

2 %)
CoW = rH { 52 / d—xﬁ(x) (3.53)
: * \Dilag)) )y a>”

le anisotropie su grandi scale angolari possono esserel@i@a@naliticamente. La
precedente espressione ha una soluzione calcolandataheutilizzando le funzioni
sferiche di Bessel le quali possono essere espresse ttarhutezione Gamma

W on—4_2 1—-n O ’ 2 F(l+n/2—1/2)F(3—n)
G = 2" (o Ho) (Dl(a,g)) HD(1 1 5/2 —n/2)T2(2 —n/2)

Per uno spettro di Harriso-Zeldovich can= 1 si ottiene

Qn,
D (ao)

™

1+ 1)CP" == (

2
5 ) 6%, = cost (3.54)

la soluzione, in questo case,ancora pi semplice infatti lel" si semplificano e il
tutto tende ad una costante. Questo conto analitico mostna ¢C; sono proporzionali
al/l(l+ 1), quindilo spettro di potenza angolare risudte@ostante a baski



Capitolo 4

Osservazioni della Radiazione Cosmica
di Fondo

La scoperta della radiazione cosmica di fordoonsiderata essere, fino ad oggi, la con-
ferma del modello del Big Bang.

La radiazione cosmica di fondoisotropa fino a circa/10° entro I'errore sperimentale,
possiede una temperaturalir25 K con uno spettro di corpo nero tra igpprecisi in
natura

R I
: s !
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Figura 4.1: Spettro di Temperatura per la radiazione casndicfondo, la curva
sperimental@ perfettamente in accordo con la curva teorica (lineaeygtata nera).

Formatasi al termine dell’epoca detiadiazione quando la temperatura dell’Univer-

so e diventata sufficientemente bassa da consentire ad alettymrotoni di combinarsi
in atomi di idrogeno e dar vita all’'era dellicombinazione i fotoni, che fino a quel

45
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momento formavano un unico fluido con gli elettroni, si dsgapiano da essi rendendo
I'Universo trasparente.

| parametri del Modello Standard sono sostanzialmente ditghic i parametri cosmo-
logici che descrivono I'Universo attuale (il rate di espans, il contenuto di materia e
la curvatura) e quelli che riguardano le condizioni inizial

Mentre ogni esperimen#sensibile ai vari parametri cosmologici, la radiaziorentica

di fondo sembra essere I'unica in grado di porre limiti gganti sulle condizioni iniziali

e testare, quindi, I'epoca inflazionaria.

4.1 Timeline della CMB

e 1948 | fisici George Gamow, Ralph Alpher e Robert Herman predid¢esistenza
della radiazione cosmica di fondo

e 1964 Arno Penzias e Robert Wilson mentre lavorano su un’aatentelecomu-
nicazioni per i Bell Laboratories trovano una sorgente digtarche non potevano
eliminare misurando unfl ~ 3 K

e 1965 Robert Dicke afferma‘boys we've been scoopediopodicte insieme a
David Wilkinson interpreta questa radiazione come una faelaBig Bang, nasce
la Cosmologia!

e 1983 'Unione Sovietica lancia la sonda RELIKT-1

e 1992 gli scienziati che hanno analizzato i dati di COBE anramila scoperta
della temperatura delle anisotropie relative alla CMB [

e 1997 primo volo del pallone stratosferico BOOMERanG (Ballodrs@vations
Of Millimetric Extragalactic Radiation and Geophysics) intArtide, fornisce una
immagine ad alta definizione delle anisotropie di tempegadiella radiazione cos-
mica di fondo P]

e 2001 la sonda WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probeg¢ne lanciato
verso il punto L2 il quale minimizza le emissioni provenieedal Sole, dalla Terra
e dalla Luna 24]

e 2009 Planck Surveyae la terza delle missioni di medie dimensioni dell’Agenzia
Spaziale Europea Horizon 2000 Scientific Programme, illgate in presa dati in
L2 [16].
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4.2 Wilkinson Microwave Anisotropy Probe

Il 30 giugno del 2001 da Cape Canaveral Air Force Station, &o(lUSA), e inizia-
ta 'avventura della sonda spaziale Wilkinson Microwavesétropy Probe (WMAP),
erede del satellite COBIg, stato coschiamato in onore di David Todd Wilkinson.

Lo scopo del progetto WMAIR la misurazione delle differenze di temperatura nella ra-
diazione cosmica di fondo con la creazione di una mappa aimgella CMB, avente
risoluzione dil3 arcmin, attraverso un’osservazione di tutto il cielo a imudquenza.
Inoltre tramite uno studio delle anisotropie della CBalcolata la geometria dell’Uni-
verso, il suo contenuto e I'evoluzione per poter testare detiodel Big Bang e quello
dell'inflazione cosmologica.

Le mappe di CMB sono formate dal45.728 pixels e la loro creazione si basa sullo
schema proposto da Hierarchical Equal Area isolLatitudelRation (HEALPIx) P,
che permette di trasferire, a seconda della risoluzioneleleda, i pixels su una sfera. Il
programma di studio della radiazione cosmica di fondo, gaevanche la misura della
polarizzazione E-mode()].

Nel complesso il progetto WMPA stimava una vita2@dimesi, dove3 sono stati previsti
per ricercare la posizione del punto Lagrangiano L2, edargg24 mesi di osservazione.
Alla fine del 2010, dopo alcuni prolungamenti della missidhsatellite WMAP e stato
dismesso.

4.2.1 Caratteristiche tecniche della sonda WMAP

La sonda WMAPe caratterizzata da due specchi primari di tipo Gregoriaspettiva-
mente aventi dimensioni di4 metri e1.6 metri, rivolti in direzioni opposte tra loro per
poter focalizzare il segnale ottico su specchi secondari.

Gli specchi sono stati modellati per poter ottenere dekstazioni ottimali: un guscio in
fibra di carbonio protegge un nocciolo in Korex, ricopertaa golta da uno strato sottile
di alluminio e ossido di silicio. Gli specchi secondari rifteno il segnale verso sensori
ondulati, posti sul piano focale tra i due specchi primari.

Nella parte inferiore, WMARe protetta da un pannello solare di 5 metri di diametro,
che ha lo scopo di tenere la sonda costantemente all’ombaatuil rilevamento della
CMB.

Sopra il pannell@ posizionato I'apparato di raffreddamento, costituitouda serie di
radiatori, i quali raffreddano la strumentazione fin@0d .
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Figura 4.2: la sonda WMAP, si vedono chiaramente i due spgurahiari (in alto) e |l
pannello solare che mantiene la sonda costantemente iradinbyasso)Z4].

| vari ricevitori sono dei radiometri differenziali sensilalla polarizzazione elettro-
magnetica, nel suo percorso il segnakemplificato e la misura finale sacorrispondente
ad una differenza tra i vari segnali provenienti da direzapposte.
Per minimizzare i segnali di disturbo provenienti dalla Madtea o dalle fonti extra galat-
tiche, lo strumento lavora su cinque frequenze ra2tidGHz, 33 GHz,41 GHz,61 GHz,
94 GHz producendo altrettante mappe.
| meccanismi principali di emissione che contribuisconooataminare le mappe di
WMAP sono la radiazione di Sincrotrone e quella di Bremsstrradpl dominanti alle
frequenze pi basse, mentre le frequenzé pite sono contagiate dalle polveri interstel-
lari. Le proprie& di spettro di queste emissioni danno un contributo diveedie cinque
frequenze di WMAP, permettendo é¢da loro identificazione e successiva eliminazione.
Il primo ottobre 2001 la sonda ha raggiunto il punto LagrangilL2, in questo modo
WMAP e diventato il primo satellite nella storia per la scansidela radiazione cosmi-
ca di fondo a trovarsi permanentemente in tale punto, dope$ ha completato la sua
prima analisi dati.
Il punto L2, situato a~ 1.5 milioni di Km dalla Terra, ha la propriatdi minimizzare
le emissioni di disturbo proveniente dal Sole, dalla Terdaka Luna, permettendo cosi
anche una buona stabidlitermica degli strumenti. La sonda WMAP compie un’intera
analisi del cielo ogni sei mesi, avendo completato la prieléaprile del 2002.
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Originariamente WMAP avrebbe dovuto completare la primaisega di osservazioni
dopo due anni, cosa che avvenne con successo, un ulteriuaegamento della missione
e stata garantita nel 2004 e cosi nel complesso la sonda baumnég una vita totale di
otto anni, ovvero quella prevista.

La missione sarebbe quindi dovuta terminare nel 2009, ma thlp data la NASA ha
annunciato un nuovo prolungamento fino al mese di ottobr@0, dove la sonda
stata portata verso “I'orbita cimitero” concludendo icdisfatto la missione.

La successiva sonda spaziale sviluppata dopo WNARanck Surveyor, progettata e
costruita dall’Agenzia Spaziale Europea, il cui laneiavvenuto il 14 maggio 2009, esso
implementa una serie di importanti migliorie per aumentanesoluzione angolare e la
sensitiviéx finale delle mappe.

Lo spettro di frequenze misurato da Planck vai@aizGHz dei radiometri dello strumento
LFI agli 857 GHz di HFI. Non esistono altre missioni che riguardano laaaidne cos-
mica di fondo che hanno la propréetli coprire uno spettro cogasto di frequenzell|.
Una tale copertura serdra Planck per distinguere, con maggiore accuratezza del suo
precedessore, il segnale della CMB dai cosiddetti “foregdsl, ossia tutte le altre
emissioni a tali frequenze che contaminano i dati.

4.2.2 Hierarchical Equal Area isoLatitude Pixelization

La procedura di proiezione di pixels eseguita da HEALPixede la suddivisone di una
superficie sferica in cui ogni pixel ha la propgedi ricoprire la stessa quarititli su-
perficie del suo vicino. Questa suddivisionemyvenire a risoluzioni progressivamente
piu alte, come si vede nella figura qui di seguito, la sfera veagpresenta la pibassa
risoluzione possibile tramite la partizione HEALPix basgyero al2 pixels, gli altri
colori si riferiscono a risoluzioni via via crescenti.

Figura 4.3: Rappresentazione della pixelizzazione su wera sfdiverse risoluzioni con
Nz = N2, x 12, la sfera verde il caso della risoluzione base.

side
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La sfera base (verde) si costruisce attraverso I'inteosezdi tre anelli di latitudine
costante dove nel centro delle regioni che si delimitanafjpueri) sono posizionati i
pixels. Ovviamente le altre sfere richiederanno I'utibzdi piu anelli (7,15,31) che ne
aumenteranno la risoluzione diminuendo le dimensionadeljione di appartenenza del
pixel [9].

HEALPIx & noto soprattutto per la costruzione di mappe di cielo p@nitlo cosmico a
microonde con una risoluzione angolare di un paio di minatiab.
Le caratteristiche principali di HEALPix sono:

¢ la sferae suddivisa in un mosaico formato da quadrilateri curviliteepartizione
che ne definisce la risoluzionelpbassa composta da2 pixels, le altre sono a
48,192 e 768

¢ le aree di suddivisione per contenere i pixels, per una a@stéuzione, sono iden-
tiche

e i pixels vengono distribuiti su linee di latitudine costana causa di questa dis-
tribuzione iso-latitudine dei punti di campionamento, &ocita di calcolo scala
come N/2 a differenza dell caso no-iso-latitudine il quale scala edhmumero
dei pixelsN.

Si definisce la risoluzione di una mappa HEALPix come

Npim = N

e X 12, (4.1)

Le mappe di galassie provenienti dal’lNRAO VLA Sky Survey (8I%) sono con un
valore diN,4. = 64, mentre quelle di CMB fornite da WMAP sono datéVg,. = 512,
vanno quindi degradate &,;,. = 64 per poterle confrontare con le prime ed effettuare
uno studio comparativo di tipo statistico.

4.2.3 Le mappe risultanti dai dati del7° anno di WMAP

Dall’anno 2003 la NASA pubblica i risultati dei dati acquisiti dalla sonda VW@, ren-
dendo noti la composizione dell’'Universo, la sua etfornendo alla comugitscientifica
un’immagine dettagliata come quella della figura 1.1. Basansul modelloAC' DM,

gli scienziati della missione di WMAP estrapolano quelli glossono essere considerati
i principali parametri cosmologici partendo dai dati dehpo anno.
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L'analisi dei dati utili a produrre mappe di CMB richiede ule'eata mole di quantit
da processare computazionalmente, anche pdridogna tener conto di tutti gli effetti
di rumore che degradano la risoluzione finale.

Nel 2010 sono stati resi noti i risultati del settimo anno di presa dadVMAP, da questi
si riporta un’ed per I'Universo di13.75 4 0.11 miliardi di anni, inoltre confermano al-
cune osservazioni ancora oggi non del tutto spiegate: omaha nella massima misura
angolare del momento quadrupolo, ed una grande macchiaf(ea di 70, K) rispetto
alle proprieh medie della radiazione cosmica di fon@d]|

Lambda-Cold Dark MatterXC' D M) cerca di riprodure e descrivere nel miglior modo le
osservazioni cosmologiche effettuate negli ultimi anrgdia sul modello del Big Bang,
tenendo conto dei dati provenienti dalla radiazione coamdicfondo, dalle strutture a
grande scala e dalle supernovae le quali indicano un Umivarsna fase di espansione
accelerata.

Il modello racchiude i parametri cosmologici che descrivdnnostro Universo, i pi
importanti sono12]:

e il parametro di Hubblg?, ~ 69.5Kms~!Mpc~!

la densi& barionica, ~ 0.0480

la densi& di materia totale (barioni pidark matter)?,, ~ 0.301

la profondit ottica alla reionizzazione~ 0.124

'ampiezza delle fluttuazioni scalafi, ~ 0.81

l'indice spettralen, ~ 0.977.
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Figura 4.4: Le mappe di WMAP 7 anni nelle frequenze del micdgorsono visibili gli
effetti di contaminazione dovute alla radiazione di Sinene e Bremsstrahlung (basse
frequenze) e alle polveri stellari (sia basse che alte #ege).



Capitolo 5

Analisi statistica

Le anisotropie relative alla radiazione cosmica di fondaosstate in gran parte originate
dalle fluttuazioni di potenziale, veloaite temperatura sulla superficie di ultimo scatter-
ing. Tra i vari studi in questo settore, alcuni prevedono antgbuto a basso redshift
allo spettro di CMB dovuto al processo non lineare di formaeidi strutture, il quale,
produce una variazione del potenziale gravitazionale.tudig della correlazione fra le
mappe di temperatura della radiazione cosmica di fondo efgpendi densit di materia
mette dei limiti stringenti sui parametri cosmologici cola@ensid, 'equazione di stato
o la velocit del suono della DE. La determinazione dei parametri casgim| che come
detto, si basa su un confronto tra le fluttuazioni osservageimentalmente e le previ-
sioni teoriche, necessita, oltre ad un modello per I'eviolue, di assegnare condizioni
iniziali da cui partire. La conoscenza di tali condiziénpeb impossibile esattamente,
in quanto queste sono frutto di un processo casuale. Comwnque affrontare il prob-
blema facendo una ragionevole ipotesi: pur essendo cakuélittuazioni derivano da
una distribuzione di probabiéitben definita. Il problema quindi riconducibile a quello
del confronto tra le propriatstatistiche dei dati sperimentali e le progistatistiche del
modello teorico.

5.1 La media d'ensemble

Assegnata la distribuzione iniziale, a priori non né&gapssibile calcolare il valore medio
delle quantia a cui siamo interessati mediante le tecniche note
della meccanica statistica, per definizione

(€ (@) = / f(Q)dC (5.1)
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dove( (z) € un generico campo fisico mentfé() & la distribuzione di probabift
da cui deriva¢. L'Universo che stiamo descrivendo si configura come unaipos
realizzazione di un certo ensemble statistico. Una comseguimmediata di 0i € che
potendo osservare direttamente una sola realizzaziotbierdeimble, il nostro Universo
appunto, le medie saranno affette da errori dove il limitenseco alla precisione con
cui possiamo calcolarle detto varianza cosmica.
La forma che ci aspettiamo pgr(¢) € quella di una Gaussiana4

_ 1 ¢?
fQ)= Too exp (_Tc?> (5.2)

in base al teorema del limite centrale, se le fluttuazionosbnsultato di molti pic-
coli effetti piu 0 meno equivalenti tra loro.
Non & necessario accettare la gauss&ditf (() come un dato di fatto, ma fortunata-
mente quest’ipotes verificata dai dati sperimentali.

5.2 Funzione di correlazione a due punti

La funzione di correlazione apuntie lo strumento utilizzato per I'analisi statistica dei
dati a disposizione per questo lavoro, il loro significagetle nei momenti di ordine
due, o di ordineV nel caso di funzioni & punti, della distribuzione d’ensembile.

La condizione che si imporeequella di avere fluttuazioni intorno ad un profilo di deasit
costante, dove il contrastdz, t) € a media nulla

(6(x,t)) =0 (5.3)
definendo la funzione di denait

ple,t) = {p(z, 1)) [L + d(z,1)]

e il contrasto di densit
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La funzione di correlazione ad un punto si mostra poco utilentre quella a due
puntie definita semplicemente

(6(21,2)0(22,1)) p = & (|21 — 22) = C(§) (5.4)

la quale rappresenta la correlazione tra i dati ad una cestanda fissg, mentre |l
pediceF indica che il tuttoe mediato sull’ensemble statistico.
La funzione di correlazione a due punti per la mater@efinita in un dato volume, cosi,
nello studio della cross-correlazione (CCF) per I'analisidigi, saa necessario tenere
in considerazione gli effetti di integrazione lungo la bndi vista

§(lwg — 21]|) = (0(21,1)6(20, 1)) = </5($1,t)5($2,t>d‘/$1>E. (5.5)

Non potendo eseguire la media sull’ensenghfmssibile introdurre I'ipotesi di “isotropia
statistica” la quale semplifica 'espressidné.
Di fatto ponendar, = x; + r Si ottiene

P [ Pk, AT
f(T) _ </_/ fequ:ék/_fezk (z+7) 5 ,> —
Vv (2m)3 (2m)3 k 5
1/d3k:/3,.k/ /d%: Y
=(= Bk e 76,0, | ——ek TRy —
<V (2m)3 v (2m) E
1/ 3k ;o ,
=(= —6k/d3kelk"5/6(k:+k:)> =
<V (2m)3 ‘ E

1 d3k ikr
‘<V/ (2 04 >E

Dato che il contrasto di denaié reale:d_, = ¢;, quindi si ottiene

1 d*k 5
= (= S| err 5.6
€)= (3 [ Glafer) (5.:6)
in conclusione si ottiene la trasformata di Fourier dellazfone di correlazione a due

punti.
Piu che in termini dg(r) le proprie& statistiche dei dati vengono, quindi, espresse tramite
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lo Spettro di Potenza

el _
§(r) = =7 = P(k) (5.7)

descrive la fisica delle perturbazioni di deasitlove ak pud essere associata una
distanza\ « 1/k e quindiP (k) ha anche il significato di covarianza tra i dati alla distanza
A. Lo spettro di potenza’(k), dunque,e una misura intrinseca dell’ampiezza delle
fluttuazioni alla scala.

5.3 Spettro di Harrison-Zeldovich

Un modello di spettro di potenza che sembra rispondere iroregdustivo alle propriat
di molti fenomeni fisici si ottiene assumendo la forma di weggle di potenza

P(k) = A" (5.8)

Tra questi il caso pi significativo si ha ponende = 1, cosi facendo la funzione
di correlazione diventa dimensionalmente indipendent&,d@ cosi origine lo spettro
invariante di scala o di Harrison-Zeldovich.
La sua importanza namsolo di tipo matematica ma anche fisica: in uno spettro ditque
tipo le fluttuazioni sono distribuite in egual misura trarmgtae piccole scale, entrando
nell’orizzonte con la stessa potenza. Nel caso di nostevaste, quella della radiazione
cosmica di fondo, @ permette la formazione a grandi scale delle strutture tsorwo in
seguito nate le galassie, i cluster e i grandi oggetti stelkee osserviamo nell’Universo.
Oltre a tutto questo, lo spettro di Harrison-Zeldovich &wahe, a piccole scale, ci siano
fluttuazioni estreme con la possibile conseguenza di folonaz ad esempio, di una
quantit eccessiva di micro buchi neri.
Ad oggi, tutti i dati sperimentali sembrano coincidere adfiérmare che le fluttuazioni
iniziali provengano da uno spettro invariante di scala Harison-Zeldovich, anche le
previsioni teoriche dell’inflazione portano ad un valorenanolto prossimo ad uno.
Tipicamente lo spettro di potengadovuto al prodotto di uno spettro di potenza iniziale,
il quale potrebbe contenere i@ $a traccia di un processo inflazionario, e una funzione
dettaFunzione di Trasferimentda qualeg il risultato del processo evolutivo del sistema

P(k) = Pi(k)T(t;.t). (5.9)
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Considerando una sfel{ R, z,) di raggio R e centroz,, la massa in eccesso con-
tenuta nella sfera rispetto alla me@iaato da

IM(R) = / d*xé(z) = / d*x6(x — x0)
S(R,x0) S(R)

doveeé stato postd (R, zg) = S(R). Si calcola la varianza dell’eccesso di massa
medianda) M/ ?(R) sui possibilizy nel volumel

O = [ Ea(r ()

applicando la trasformata di Fouriep &i puo riscrivere il tutto come

3
’ kg [S(k)[* [Wa(k)|* (5.10)

SM?*(R) = /W

dove si definisce l&Vindow Function

4
Wg(k) = / d*k exp(ikr) = k—g(smkR — RcoskR)
S(R)

e quindi possibile riscrivere I'equaziofel 0 assumendo di poter sostituire la media
d’ensemble con la media spaziale

SM?*(R) = / %P(K) \Wr(k)]. (5.11)

Applicando, per lo spettro, la forma dell’equaziobs, si ha che la variazione di
massa al quadratproporzionale a

1
Rn—7

SM?*(R)

mentre per le fluttuazioni di denait

COMAR) 1 (4 R
0*(R) = 313 & < T (§7TR3) X ot (5.12)
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Il presente risultato chiarisce in modo del tutto esaustisignificato fisico di spettro
invariante di scala: “indipendentemente dalla scala cleglgmmo per studiare le flut-
tuazioni la loro varianza sarsempre la stessa!” Nel caso della radiazione cosmica di
fondo si pw misurare la varianza delle fluttuazioni di temperaturadalge di circa
(301.K)?, ovvero attorno al valore medio gi73° K.

5.4 Fluttuazioni su una superficie sferica

La teoria sviluppata fin qui si guapplicare alle fluttuazioni di un volume tridimensionale
quale una sfera. Tuttavia, per poterla utilizzare nel cadla CMB bisogna apportare
delle modifiche per adattarla alla geometria di nostro egse.

Prima di tutto il campo di fluttuazioni non sapit funzione della posiziong¢ ma della
direzione sulla sfera

6 =0(0,9) =d(n)

il qualee sviluppato nella base delle funzioni ortogonali sullaafeice le armoniche

sferiche
+oo  +l
0R) =D amYh () =Y am Y (7). (5.13)
=0 m=—1 Im

A questo punto la funzione di correlazione a due punt saritta come

(0(71)0(n2)) = C(n — )

nell’ipotesi di isotropia si av solo la dipendenza dg,, ovvero I'angolo sotteso tra

ny edngy
<5(ﬁ\1)5(ﬁ2)> = 0(912)-

Quindi non essendoci dipendenza dalla cordipatgpotra sviluppare nelle armoniche
sferiche conm = 0

Clbr2) = > CioYi(0) = > CiPi(cosd) (5.14)
l l
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dove conY{(#) = P,(cosf) si indicano i polinomi di Legendre, soluzioni dell’e-
guazione associata di Legendre (avendo imposto la comeizio= 0).
Piu in generale le armoniche sferiche sono un insieme ortdgatiasoluzioni all’e-
guazione differenziale di Laplace.

5.4.1 Lo spettro di potenza

In geneale lo spettro di potenza,, si esprimea in termini delle fluttuazioni come

Cr = {|am|*) (5.15)

il valore di C, a dato |, misura il grado di anisotropia ad una certa scajalare.
Se ci si pone nel caso di isotropia si ottiene

|alm| >
C) = Z T (5.16)

mentre, uno spettro invariante di scalazsdato dalla relazione

C) x l% (5.17)
un calcolo dettagliato, di come uno spetf?ok) viene proiettato su una superficie
sferica, porta ad un risultato diverso & jpireciso
Cy x L (5.18)
I(1+1)

Sperimentalmente stabilire la gaussiagiun problema complesso. Ancheligiem-
plici modelli di inflazione prevedono una distribuzione gsiana per le fluttuazioni pri-
mordiali, ma quelle che osserviamo oggi non lo sono e I'ahalresa ancor pidifficile
dal processo di evoluzione del nostro Universo. Comunque gfiguando la fase evolu-
tiva regge sulle fondamenta di una teoria lineare, comeass della radiazione cosmica
di fondo, viene mantenuta la distribuzione iniziale e illgeona pw essere trascurato.
Nella figura che seguemostrato lo spettro di potenza ottenuto dalla sovrapporsaei
dati piu recenti di WMAP, un satellite spaziale che osserva tuttieibee concentra la sua
misura a basdie i dati dell’'South Pole Telescope (SPRS], un esperimento situato al
Polo Sud che analizza con un’alta sensiailina porzione specifica di cielo permettendo
cioe di non essere limitato alle grandi scale angolari ma dirgase a multipoli alti [L9).
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WMAP7

Figura 5.1: Spettro di potenza delle fluttuazioni della CMBewotito dai dati dei due
esperimenti WMAP e SPT. La posizione del primo piécguella che ci si aspetta se

la geometria dell’Univers@ supposta essere piatta, le bande di errore non includono le
incertezze dovute alla calibrazione degli strumer2g] [

In analogia con il caso tridimensionalé rappresenta una varianza intrinseca delle
fluttuazioni alla scala angolafe~ = /I, questo permettaralle fluttuazioni,,, di essere
gaussiane se derivate dalla distribuzione

1 m
o= ()

Una propried fondamentale della distribuzione gaussiar@e i momenti di ordine
pari possono essere descritti in termini della sola vaaamentre quelli di ordine dispari
sono tutti nulli, da cui il terzo momento

(@) = [ s@de o [ e (_2”“"722) d = 0.

Questa propriéte valida anche nel caso delle fluttuazioni e si traduce mellidar-

si della funzione di correlazione a tre punti o, come vienewaoemente chiamato |l
bispettro

(0(71)0(n2)0(n3)) = 0 (5.19)
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fornendo in questo modo un criterio quantitativo per stabfie un determinato cam-
po di fluttuazionie gaussiano oppure no.
Altre complicazioni, oltre quella sopra descritta, sorganlivello sperimentale dalla
contaminazione nella rilevazione di radiazioni diverseydalla della CMB, ad esempio
qguella di Sincrotone prodotta da elettroni accelerati @hjgo magnetico della nostra
galassia, la Via Lattea. Un altro contributo che competeatagio dei date dovuto ai
fotoni diffusi dalla polvere intergalattica. Fortunatamequesto tipo di radiazioréeenon
gaussiana, quindi prima di andare ad esaminare la gaussiketia CMB i due contributi
possono essere sottratti, anche se il compito non sempvelsi facile.
| dati sperimentali, prima di COBE e in seguito di WMAP, non seamar contraddire la
gaussinia teorizzata a favore della radiazione cosmica di fondoe@setton consistenti
errori sperimentali.
Del resto, i modelli pii accreditati che descrivono il processo inflazionariodime@no
livelli di non gaussiand decisamente modesti e quindi difficilmente rilevabilitr®lal
problema della gaussiaitt’e quello dovuto alla polarizzazione della CMB.
Lo studio dello spettro di potenza della polarizzaziénk nuova frontiera nel campo
sperimentale per quel che riguarda i processi correlairatiiazione cosmica di fondo.
Esistono due tipi di polarizzazione denominati E-mdde) e B-modeB(n) [20]. Gli
E-mode provengono dallo scattering Thomson e sono prodalita fisica del plasma
primordiale, i B-mode, i quali non sono stati misurati diaetiente, si ipotizza abbiano
origine durante I'era inflazionaria e che siano determidalle variazioni di densitdelle
onde gravitazionali primordiali.
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Capitolo 6

Segnale Integrated Sachs-Wolfe

L'effetto Sachs-Wolfe ordinarie responsabile delle anisotropie della radiazione cosmica
di fondo causate dalla presenza di un potenziale gravital@oche risulta costante du-
rante I'epoca della materia. Un ulteriore effeétgiocato dalla variazione del potenziale
che prende il nome dntegrated Sachs-WolfgSW). Un fotone che attraversa una buca
di potenziale pa subire differenti redshift/blushift dovuti alla variane del potenziale
gravitazionale e dare cokiogo a contributi diversi quando la particella esce dallaa
rispetto a quando vi era entrata.

Scrivendo la soluzione generale nel regime di time cougdiegil monopolo si ha il ter-
mine ~ fdn(<i> — 1), ovvero una combinazione di potenziali. Assumendo chetijues
non variano, le derivate sono nulle, ma nei precedenti algistato messo in rilievo pi
volte che i potenziali cambiano quando I'Universo muta leaaioni di stato.

La variazione dei potenziali sulla superficie di ultimo seange un effetto relativamente
vicino, poicke I'Universo ha modificato le equazioni di stato in epochexmalsgiche re-
centi cd permette di osservare questo effetto su scale angolariigra

La somma di questi contribudé data da

@l(k7 77) = [@0(k7 77*) + \P(ka 77*)] jl [k(TIO - 77*)]
[+1

+ {/jz1 k(o — n.)] — miz k(o — 7)*)]} 301 (k, n.)

I /Ono dne™" [\i/(k, n) — ®(k,n) | ji [k(no — n)]
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Ci sono tre considerazioni da fare:

e il free streaming del monopolo, il quake dovuto allaj;(hn) e che “picca” per
scalel < kny

e il contributo del dipolo (sfasato di/2 dal monopolo) ha I'effetto di aumentare la
potenza soprattutto alle scale dove si ha il monopolo delmielli)

o |'effetto Sachs-Wolfe dovuto alla variazione del potelgjanon completamente
decaduto dopo I'equivalenzaun termine coerente con il monopolo.

Poicte nell’epoca dominata dalla materia i potenziali sono custaia per pertur-
bazioni adiabatiche che di isocurvatura, il contributoS\W pw essere separato in due
parti:

e Early Integrated Sachs-Wolfe durante I'epoca della radieez

e Late Integrated Sachs-Wolfe durante I'epoca di dark energy

Le scale che entrano nell'orizzonte sonoro nell’epoca daiai dalla radiazione,
ricevono un impulso dalla diminuzione del potenziale deteato dalla variazione del-
'equazione di stato del fluido cosmico. Queste scale naansar soggette all’effetto late
ISW, dato che il potenzialé gia decaduto quando il contributo della dark energy diventa
significativo. Le grandi scale, al contrario, non subisctearly ISW, ma ricevono un
contributo dal late ISW.

7000 T T T TTTT T T T T TTTT T T T IIII| T
6000 — Acoustic |
L Peaks |
= Bb000 — _
At
3 - |
g 4000 |- -
- - Damping |
} 3000 Sachs—Wolfe Tail |
= Plateau
i - ISW i
< 2000 ( Rise / i
1000 = / |
L __—Tensors |
O 1 11 IIII| 1 1 1 I\I\II\I"L\ 1 1 11 IIII| 1
10 100 1000

Multipole ¢

Figura 6.1: Sono mostrati i picchi di anisotropia con I'amégto del segnal Sachs-Wolfe
ed Integrated Sachs-Wolfe.
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Poiclte il contributo diA diviene significativo az recenti, il monopold = 0 in-
terviene nell’effetto di proiezione. Confrontando lo spetpiatto dell’effetto SW si
mette in evidenza come I'ISW si riduce al cresceré dicausa proprio dell’effetto di
cancellazione.

6.1 Le Spherical Needlets

L'analisi statistica dei date fatta utilizzando un nuovo tipo di Sherical Wavelets: le
Needlets. Nel passato e ancora oggi, le Wavelets si sonateveno strumento fonda-
mentale per I'analisi della radiazione cosmica di fondsgeslo queste una covoluzione
di armoniche sferiche possiedono la progxidt risultare fortemente localizzate attorno
ad una data direzione angolare. Le Needlets aggiungono stagpeopried una pre-
cisa localizzazione anche nello spazio armonico, deswlivgountualmente il segnale
proveniente da un numero finito di multipoli:

Jj+1

b= Y (i) Pi(cos 9) 6.1)

|=gi—1
j+1

_ Z ( )ZYlm Yiou (€30) 6.2)

|=g7—1 m=—I

dove¢;;. denota una pixelizazione su una sfera unitafddimitando il numero pi
alto di multipolo estratto da una mappa, mentradica langolo tra i vettori,{ ;. [8].
| coefficienti di Needlets sono ottenuti da:

o0 l
B = / (o) () = / {Z S Vi }wjk@)dx
=1 m=—1

i1
% l s U

= LN @] 0 (F) B Sl pde

=1 m=—I l/=g7—1

SR IR1C)Dap oS »ENTHIRREEVES

/+1
s l

= Y v (SZ—J) > amYim(&r)

|=gi—1 m=-—I

(6.3)
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Alcune propried delle Needlets:

e essendo definite nello spazio armonico hanno alte prestazaonputazionali e
sono inoltre facilmente adattabili a pacchetti standarde®lEALPIX [8]

e pOSsoONo essere considerate funzioni quasi esponen@ai|§ia veloci di qualsiasi
altro polinomio ), inoltre sono definite anche nello spazoplxels

e sono esattamente localizzate su un numero finito di muitipol

e un ultima propried associata ai coefficienti delle Needletslovuta alla frequen-
za, che nel caso sia alta, fa si che i medesimi siano apprabksim semplici
coefficienti indipendeti (sotto gaussiaite identicamente distribuitb].

6.2 Le mappe utilizzatte per I'analisi dati

Come si vede chiaramente nella figura 6.1, I'effetto ISW pr&sé suo contributo nella
regione dei bassi multipoli dello spettro di CMB, questa ragié la pu colpita dalla
varianza cosmica rendendo cosi I'estrazione del segnslen®lto difficile. Per i trac-
cianti di materia, Large Scale Structure (LSS) nellUnseefocalee stato utilizzata la
NRAO VLA Sky Survey (NVSS), un dataset di8 x 10° oggetti, osservati 4.4 GHz,
cono > —37° (valore di declinazione).

—0.50 m— — .50 —0.50 m— — .50

Figura 6.2: Mappe di galassie provenienti dall' NRAO VLA Skyr&ey (NVSS) ottenute
scegliendo quattro thresholds diverge (5, 10, 20) per la detezione delle sorgenti.
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La Survey copre, con il suo raggio d'azione, ci&®; del cielo, presentando ger
una grande area di assenza dati nell'emisfero australe riieee il centro di osser-
vazione. Le mappe di galassie sono ricavate scegliendtrgtiaesholds diverse.5, 5, 10, 20)
per la detezione di sorgenti nelle mappe a tutto cielo. Lalsoazione lineare dei vari
canali (K,Ka,Q,V,W) di WMAP genera la mappa di temperaturanmal Linear Combi-
nation (ILC) [24] rilasciata da WMAP 7 anni, la quale essendo data a Nside = 812 v
degradata a Nside = 64 per poter essere confrontate con |gendaplVSS.

=071 e— s (.50 mEK, thermodynamic

Figura 6.3: Mappa di temperatura ILC ottenuta dalla conthoree lineare dei vari canali
di WMAP 7 anni.

La mappa di galassie acquisita dalla NRAO VLA Sky Survey (NYRS]

—0.59 n— — 3.2

Figura 6.4: Mappa di galassie ottenuta dal’'NVSS.
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Per ottimizzare I'analisi dag& necessario utilizzare la combinzione delle maschere,
guella di temperatura

Figura 6.5: Mappa della maschera di temperatura.

e la maschera NVSS, risalta I'area (in blu) in cui si ha uréaga di dati a dispo-
sizione

Figura 6.6: Mappa della maschera NVSS.

La mappa ottenuta dalla combinazione della maschera dgrtya e della maschera
NVSSe stata utilizzata in tutta I'analisi dati per la rilevazéotdel segnale ISW

Figura 6.7: Mappa di combinazione della maschera di temyerae della maschera
NVSS.
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6.3 Cross-correlatione tra CMB e LSS

Definedo la funzione di auto-correlation a 2 punti per laaadine cosmica di fondo

20+ 1
( l4+ )w%vlClTTPl(cos a) (6.4)

C™(a) = (0T10T2) =
l
e la funzione di auto-correlation a 2 punti per le mappe di BVS

CNN (@) = (dmidng) =)

l

<2l4+ 1)w]2V7lC’lNNPl(cos @) (6.5)
dove P, indica i polinomi di Legendreq la separazione angolare tra 2 puntija

funzione che modellizza la risposta del beam sperimentéateilenumero di conteggi in

funzione della direzione.

Si ottiene la funzione dCross-correlaziondra la mappa della radiazione cosmica di

fondo e la mappa delle large scale structure

O™ (0) = (TyoNy) = 3 2D

l

CLJTJCL)NJCZTNPZ(COS a) (6.6)

definendoC™ = (af,a;).

A questo punt@ possibile estrarre i coefficienti di Needlgts dalle mappe di CMB
e da quelle di NVSS, questi non sono altro che I'analogo deffioienti in armoniche
sferichea,,, data I'espansione su una base Needlet

1 _
BN =Y ———pl BN (6.7)
! g Npim(]) IREIE

i 377), teorici possono essere calcolati a partire@at’

A7 sJ

2
J‘TTA}[L = Z @+l {1/) (i)} wrwa O (6.8)

mentre la varianza definisce le corrispettive barre di erteoriche

1
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6.3.1 Simulazioni di CMB e di LSS

Per la verifica del codice di detezione, sono state creatardympe B]: una di simu-
lazione per la radiazione cosmica di fondo, la quale al stermo contiene un segnale
artificiale di ISW ed una mappa di LSS (con la caratteristrem @i assenza di dati).

Figura 6.8: Mappe simulate di CMB (doeestato inserito artificialmente il segnale ISW)
e di LSS.

La figura che segue mostra la cross-correlazione delle dypendi simulazione:
e evidente la presenza del segnale aggiunto artificialmetgenappa di CMB (linea
trattegiata rossa), che ricalca 'andamento della curgada (linea continua nera) in
gran parte entro le barre di errore.

Correlation coefficient maps of Stmulated
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Figura 6.9: Cross-correlazione del segnale simulato di ISW.

Lalinea nera orizzontale rappresenta le simulazioni MQateo di cross-correlazione
(in arancione le corispettive barre d’errore) fatte utdimdo 10.000 mappe simulate, si
noti come il segnale artificiale sia al di sopra di questatéasa cosa ci si aspetta nelle
mappe reali qualora fosse individuato la presenza dedtefintegrated Sachs-Wolfe. La
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potenza del segnakeindividuata grazie alla propreeti localizzazione dei coefficienti

b? delle Spherical Needlet§].

Le mappe simulate hanno confermato il perfetto funzionameeal codice numerico cosi
da avallare ogni dubbio durante I'analisi delle mappe di WMA&nni e di quelle della

NRAO VLA Sky Survey per la detezione del segnale di ISW.

6.3.2 Autospettri di galassie

La potenza del segnale, per le mappe di galassie, dipenidesdelta della threshold. La

potenza pi alta si ottiene scegliendo, nel nostro caso, una thresimidle a 20 (linea
tratteggiata rossa) ma questo non necessariamente iefposdivamente nella detezione

del segnale di ISW.
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Figura 6.10: La potenza del segnale, per le mappe di gajJasgende dalla scelta della
threshold. La potenzaipilta si ottiene scegliendo, ad esempio una threshold egLz0
(linea tratteggiata rossa), la threshold passa di 2.0 (linea tratteggiata viola) rappresenta
la potenza del segnale inferiore.

Il problema della threshold ancora aperto e riguarda molti campi dell’astrofisica.
Nella figura che segue rappresentato un campo stellare, i boxs dei tre coloroross
blu e verde, identificano una diversa probadiliti contare sorgenti qualora si scelgano
tre diversi valori per la threshold. Nel caso di una sceltadtjlia troppo alta, la con-
seguenza sarquella di perdere sorgenti nel conteggio finale, mentréogaavvenga la
scelta di una soglia troppo bassa si patommettere lo sbaglio di includere anche oggetti
appartenenti alla materia diffusa quindi non stellari.
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Figura 6.11: Campo stellare con tre boxs colorati che ideatifs diverse probabititdi
trovare sorgenti a seconda del valore della threshold céeegiie.

6.3.3 Detezione del segnale ISW

Garantito il corretto funzionamento del codice mediantenbppe simulate, si verifica
I'esistenza del segnale di Integrated Sachs-Wolfe nellpp@ali WMAP. Lanalisi di
cross corelazionel[7] e stata fatta utilizzando, oltre le mappe della NVSS per lasgée,
la mappa ILC per la radiazione cosmica di fondo vista nelgraifa 6.3.
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Figura 6.12: Cross-correlazione tra la mappa ILC e la NVS® soostrati i coefficienti
B; ottenuti per le diverse mappe di galassie utilizzate.

Si trova evidenza di un segnale al di sopra delle simula2#omte Carlo che si ipo-
tizza essere il segnale ricercato di Integrated SachseMo#f curve colorate, che rappre-
sentano il segnale di ISW ottenuto dalla cross-correlazjbjtra la mappe ILC e quelle
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della NVSSe in buon accordo con la curva teorica ma mostra un diversgpogamento
dipendente dalla threshold scelta durante la creaziome mielppa di galassia.
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Figura 6.13: Power spectrum di Cross-correlazione tra lgpadpC e la NVSS ottenuta
dalla scelta di diversi valori per la threshold di detezione

Un risultato simile si ha effettuando lo stesso studio mizatindo solo una mappa
ILC (si € scelta quella con threshold ugual&od confrontata con I'analisi di una mappa
da me creata ottenuta dalla combinazione dei canali Q,V,\WMAP 7 anni.
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Figura 6.14: Cross-correlazione tra la mappa combinataathalcQ,V,W e la ILC sono
mostrati i coefficienti3; .
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Figura 6.15: Power spectrum di Cross-correlazione tra lapaaombinata dei canali
Q,V\W e la ILC ottenuta ponendo la threshold ugual®.a

6.4 Chi-square test

Il Chi-square test permette di quantificare la somiglianaafisultati ottenuti rispetto ad
un modello [L1].

L'analisi statistica, fatta nel caso di ipotesi nulla, iatia una distribuzione Monte Carlo
di 10.000 mappe simulate della radiazione cosmica di fondo.

Sono state scelte due diverse strade per I'analisi: la bmértuae il chi-square test uti-
lizzando la covarianza mentre la linea tratteggiata tiemgadella varianza (vedi figura
6.16 € 6.17)

Di seqguito I'espressione utilizzata per derivare il valded y? , avendo ricavato i coef-
ficienti 3°* dall’analisi del precedente paragrafo e avendo calcolatdficienti teorici
utilizzando la formul&.8

obs sim\ | 2
X2 = ; (5J Aé?j >) (6.10)
Nel caso del Chi-square test effettuato sulla mappa ILC sb somsiderate tutte le
mappe di galassie per le diverse scelte di thresholdsadtkznell’analisi dati.
Un secondo test pone a confronto la mappa ILC e quella otethalta combinazione
dei canali Q,V,W dove per questa analisi, come siisto, & stata scelta la mappa di
galassie con threshold ugualel@ Nell'analisi del test dal grafico 6.16 evidente il
comportamento anomalo qualora si scelga una soglia trojp@dreel nostro caso 20).

Mentre osservando il grafico 6.17 la mappa di combinazioneatali Q,V,W risponde
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in modo non del tutto previsto al confronto con la ILC, nonaog&tall power spectrum
mostrava un comportamento praticamente identico.
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Figura 6.16: Chi-square test per la mappa ILC e le varie mappgaldssie NVSS con
diversi valori di threshold
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Figura 6.17: Confrontro del Chi-square test per la mappa IL&rmadppa Q,V,W con la
threshold uguale a 10
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Capitolo 7

Conclusioni

Questo lavoro di Cosmologia ha l'obiettivo, dall’analisildemappe di WMAP 7 anni
[24] e di quelle provenienti dalla NRAO VLA Sky Survey (NVSS)H, di estrapo-
lare il segnale dintegrated Sachs-Wol{gSW) utilizzando il metodo statistico di cross-
correlazione 10] basato su una nuova costruzione delle Spherical Wavddeldeedlets.
Molti esperimenti tra cui le misure della distanza di lunsité delle supernovae di tipo
la, della radiazione cosmica di fondo ed un corposo numemitidi osservazioni cos-
mologiche, concordano in un modello che prevede un Univeiao, in cui la materia
barionica rappresenta appenaf della densi totale.

Il imanente95%, si ipotizza sia costituito per un terzo dalla cold dark gt per due
terzi da un fluido cosmico che determina I'accelerazionBUtalverso: laDark Energy

| risultati da me ottenuti, hanno confermato quanto mostggd in una prima analisi
da D.Pietrobon, A.Balbi, D.Marinucci (2006J][con i dati di WMAP 3 anni, avendo
perd avuto a disposizione dei miglioramenti sostanziali nelice Needlets. Nell’elab-
orazione del codice computazionale ho apportato pers@maérdelle migliorie per lo
sviluppo dell'analisi dati, questo ha contributo ad appnofire le conoscenze nello stu-
dio dell’effettoIntegrated Sachs-Wolfe

| principali risultati trovati sono:

e grazie ad uno studio minuzioso stato trovato, con buona confidenza statistica,
guello che siritiene essere il segnale dell’effetto ISW

e il chi-square tesé calcolato in due modi: o considerando la covarianza, avieer
correlazione dei dati o tenendo conto della varianza e gsiold degli elementi
sulla diagonale. Il tutto conduce alla realizzazione dfigraei quali sono sovrap-
posti i risultati del test che risultano legati alla scel&d dalore che la threshold
pud assumere nella creazione di una mappa di galassie

77
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e le mappe simulate (in quella di CM8 stato introdotto artificialmente un segnale
di ISW) avvalorano I'attendibilé del codice utilizzato

¢ la potenza del segnale per le mappe di galasfietemente dipendente dalla scelta
della threshold

Dunquee stato introdotto un nuovo elemento nello studio dellwd¢SW e della sua
statistica: la dipendenza, che il segnale presenta, regdltagdella threshold di detezione
per le sorgenti delle mappe a tutto cielo.
| test ottenuti con le mappe di simulazione avvalorano itagitrovati, oltre alla tangibile
esistenza del segnale di ISW.

Certamente allettanti risultati e ottimizzazioni nel caddi analisi, potranno essere fatte
utilizzando nuovi dati, soprattutto quelli provenientildssonda Planck.

Ulteriori studi con conseguenti verifiche dell’effetiategrated Sachs-Woligermettea,

in futuro, di mettere dei “constraints” sempreigtringenti sulla\.
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